Nombres complexes. Cours.

Forme trigonométrique d’un complexe

Soit z un complexe quelconque non nul. ﬁ est un nombre complexe de module 1. |l existe donc 8 réel tel

zZ
que = = cos O + isinf = e = z = |z|e'?

Cette derniére expression est la forme trigonométrique de z.

Définitions On appelle argument de z tout réel @ vérifiant z = |z|e'®.
Deux nombres 8 et 8’ sont deux arguments d’'un méme nombre complexe z si et seulement si ils sont
congrus modulo 27. z ne posséde donc qu’un argument dans l'intervalle | — r; m].
Cet argument est appelé I'argument principal de z et est noté arg (z)
. z=1+i\/§; |z| =1+ =\/Z=2; ——+£—cos +lSlTl——e3=>Z—2€3
z est donc le nombre complexe de module 2etd argument principal =
Exemples 3

Elks

e z=2-1i;|z| =V2%2+1 =+/5. Soit # 'argument principal de z. 6 vérifie cos 8 = j—g etsing = —

. 1
tanf = — % et donc 6 = arctan —%. Il vient z = V/5e'Aretan(=3)

Propriétés

Pour tous z,z’' de C*

2P ~ 1
algébriques arg(zz') = arg(z) + arg(z’) [2n] arg(z) = —arg(z) [2n] arg (—) = —arg(z) [2m]
Z
7= |Z|eiarg(z) C g = |Zl|eiarg(z’) . 7 = |Z|eiarg(z) Z = |Z|elarg(z)
LB ' g |elGre@ arg(z) 7 = [2]e@79® = |z]e-iarg(@ ol
zz' = |zZ'|e zZ=|zle = |zle z  |z]eiwrd®@ ~ |z]
Prooriété Tout somme de la forme acost + bsin t avec a et b réels peut se mettre sous la forme Acos (t — 6) avec A et
P 0 réels.
Preuve
e 1ére méthode :
Sia=b=0alors A =0 et c’est évident.
Sinon acost + bsin t = Va? + b? (\/%cost + J_51n t)

a 2 b 2
Nous pouvons remarquer ue( ) ( ) =1
P q g VaZ+b? + VaZ+b2?

donc il existe 0 réel tel que ——— = cos 8 et —— =
VaZ+b? VaZ+b?
Il vient acos t + bsin t = Va? + b? (cos O cost + sin 0 sin t)

sin O

=+va? + b2%cos (t — 0)

¢ 2éme méthode :

acost + bsint = R((a — ib)(cos t + isin t)) = R((a — ib)e™*)

Posons a + ib = pe'®. (forme trigonométrique de a + ib).

acost + bsint = R(pe Peit) = R(pe!®?) = pcos (t — 0)

Exemples

Résolvons cosx + V3sinx = —1

COSX+\/_SII’1X—2<%COSX+—SII’1 > COS 3 COSX+Sil’1(g)Sil’1x)=2COS(X—%)
(-

): —%(:) cos(x—g) = cos(z—)

x——=—[27‘[] X = n[2m]
=
] L‘

3 I

T 27r = ——=[2m]
—_—_—= - — 3

x—3 3 [2m

2cos(x—g)=—1<:)cos




