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Continuité. Approche séquentielle

Soit f: Dy »C une fonction et a € D;.

Théoréme (f (X2))nen CONVerge vers f(a)

f est continue en a ssi Pour toute suite de points (x,),cy de D; convergeant vers a, la suite

Cela peut se traduire par lim,,_,, f(x,) = f( liT Xn)
n—-+oco

Preuve

Nous savons que f est continue en a ssi lim,_,, f(x) = f(a). Or nous savons aussi que lim,_,, f(x) = f(a) ssi pour toute
suite de points (x,,),ey de Dy convergeant vers a, la suite (f(x,,)) ey CONverge vers f(a). Nous avons donc I'équivalence

voulue.
R Grace a ce théoreme il est possible de résoudre de nombreuses équations fonctionnelles, dont nous
emarque S
allons voire ci-bas un exemple.
(o . . f+y)=f)+f©)
Exemple Caractériser les fonctions continues définies sur R vérifiant V(x,y) € R? { }
Y fGy) = FEOF )

Solution

f(0) =2f(0) = f(0) = 0.
f)=f1)?*= f(1) e{0;1}

Sif(D)=0

Sif(D)=1

Nous pouvons démontrer par récurrence que :
vneNf(n)=0

En effet I'initialisation est déja vérifiée.

Quand a I'hérédité : si f(n — 1) = 0 alors

f=fn-D+f1)=0

De plus I'égalité f(n) + f(—n) = £(0) = 0 nous donne :
VvneZfn)=0

Sotn e 1) = £ () () () = ()
Donc f(%) =0

Soitx € Q, 3(p,q) € Z * Z* tel quex=§

r@ =1 (%) =rer(3) =0

Soit x € R. Nous savons que Q est dense dans R. Donc il
existe une suite de rationnels (r;,),,ey tel que lim,,, o7, = x

f est continue donc
f)=f (nl—iH-locTn) = nliTo(f(r") =0

Carf(r,) =0
Nous avons donc montré que f est la fonction nulle

Nous pouvons démontrer par récurrence que :
vneNf(n)=n

En effet I'initialisation est déja vérifiée.

Quand a I'hérédité : si f(n — 1) =n — 1 alors

f=fa-D+f1)=n

De plus I'égalité f(n) + f(—n) = £(0) = 0 nous donne :
VvneZf(—n)=-netdoncvneZf(n) =n

sotne 2 10 = 1 () () + 1(2) = ()

Donc f (%) =1

n

Soitx € Q, 3(p,q) € Z * Z* tel quex=§

1
e =f()=rargy=7

Soit x € R. Nous savons que Q est dense dans R. Donc il
existe une suite de rationnels (r;,),,ey tel que lim,,, o7, = x

f est continue donc
F@ = (Jimr) = Jim s = lim ry = x

Carf(r,) =x
Nous avons donc montré que f est la fonction identité

Réciproquement les fonctions nulles et identité vérifient les conditions de I'équation fonctionnelles. Nous pouvons donc en

déduire que :

f est continue et définie sur R vérifiant V(x,y) € R? {

fx+y)=f0)+ ()
flxy) =f)f ()

f=0
}ssi ou
f=1d




