
 

Norme infinie 
Nous faisons ici un petit aparté pour introduire une norme de fonctions qui nous sera bien utile pour plus tard. 

Définition 
Soit 𝑓 une fonction bornée définie sur un ensemble de définition 𝐷! et à valeurs dans ℂ.  
Nous appellerons norme infinie de 𝑓 et nous noterons 𝑓 ! le réel 𝑠𝑢𝑝!∈!! 𝑓(𝑥)  

Exemple 𝑠𝑖𝑛 ! = 1, 𝑐𝑜𝑠 ! = 1. Soit 𝑓 : ℝ → ℂ
𝑡 → 𝑒!"   

𝑓 ! = 1 
Soit 𝑔 :

ℝ → ℝ
𝑡 → !

!!!!
 

𝑔 ! = 1 

Soit ℎ : ℝ → ℝ
𝑡 → 𝑒!!!

 

ℎ ! = 1 

Propriété 

Soit 𝑓 une fonction bornée définie sur un ensemble de définition 𝐷! et à valeurs dans ℂ.  
La caractérisation d’une norme se fait en trois temps :  

• 𝑓 ! = 0⟹ ∀𝑥 ∈ 𝐷! , 𝑓 𝑥 = 0 
• Soit 𝜆 ∈ ℂ. 𝜆𝑓 ! = 𝜆 𝑓 ! 
• Soit 𝑔 une autre fonction bornée définie sur un ensemble de définition 𝐷! = 𝐷! et à valeurs dans ℂ .   

Alors 𝑓 + 𝑔 est aussi bornée et 𝑓 + 𝑔 ! ≤ 𝑓 ! + 𝑔 ! 

Preuve 

• 𝑓 ! = 0⟹ 𝑠𝑢𝑝!∈!! 𝑓 𝑥 = 0⟹ ∀𝑥 ∈ 𝐷! , 𝑓 𝑥 = 0 
• Soit 𝜆 ∈ ℂ. 𝜆𝑓 ! = 𝑠𝑢𝑝!∈!! 𝜆𝑓 𝑥 = 𝑠𝑢𝑝!∈!! 𝜆 𝑓 𝑥 = 𝜆 𝑠𝑢𝑝!∈!! 𝑓 𝑥 = 𝜆 𝑓 ! 
• Soit 𝑔 une autre fonction bornée définie sur un ensemble de définition 𝐷! = 𝐷! et à valeurs dans ℂ .   

∀𝑥 ∈ 𝐷! 𝑓 𝑥 + 𝑔(𝑥) ≤ 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥  (Inégalité triangulaire) 
⟹ ∀𝑥 ∈ 𝐷! 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 ≤ 𝑓 ! + 𝑔 ! 

Donc 𝑓 + 𝑔 est bornée et 𝑓 + 𝑔 ! ≤ 𝑓 ! + 𝑔 ! 
 

maths-prepa-sv.fr / mpsi   


