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Dérivabilité

f—("i_i(“) admet une limite lorsque x tend

Soit f: Dy —» C et soit a € Dy. f est dite dérivable en a ssi la fonction ———
vers a. Cette limite est appelée nombre dérivé au point a de f et est notée f'(a).

Définition )
X)— a
f'(a) = lim f—f( )
x-a X—a
e Lafonction x » x2 admet un nombre dérivé en x = 2
2_52
En effet lim,_,“— = lim(x +2) = 4. f'(2) = 4
_ p
Exemple « Lafonction x — |x| n’est pas dérivable en 0
En effet nous avons lim, g+ 22 = lim 2 = lim X =1 et lim,_,- 2= = lim & = lim == -1
x—0 x—0t x x—-0t x x=0 x-01t x x—-0t x
f n‘admet donc pas de limite en 0
Er o ies La fonction f est dite dérivable sur un intervalle I ssi elle est dérivable en tout point de I. On appelle f' la
Définition : R e
fonction qui a tout x € I associe f'(x)
e La fonction valeur absolue est dérivable sur R*
* Lafonction x —» x™ est dérivable sur R et sa dérivée f' vaut f'(x) = nx"!
Exemples Eneffet x™ —y" = (x —y)(y" L + xy™ 2 + - x" 2y + x"1y)
X"y n—1 n-2 4 ... N2 n-1 : x"-y™ — yn-1 n-1 4 ...,n-1 _ n-1
oy =Y +xy" "+ x""“y + x"""y. Donc lim,._,, oy =Y +y" ey =ny
Définition Soit f: Dy - C et soit a € Dy. On suppose f dérivable en a. La droite d’équation y = f'(a)(x — a) + f(a)
est appelée tangente a la courbe de la fonction fenx = a
Soit f la fonction définie par f(x) = x3. f'(x) = 3x? eten i
Exembple particulier f'(1) = 3
P Donc I'équation de la tangente a la courbe au point x = 1 est ‘
y=3x—-1)+f(1)=3x—3+1=3x—-2
y/ 0 05/ 1 5
Définition Soit f: Dy - C et soit a € Dy. On dit que f admet un développement limité a I'ordre 1 en a s'il existe une
fonction ¢ telle que f(a + h) = f(a) + hf'(a) + h e(h) avec lim,_,e(h) =0
Propriété | Soit f: D, —» C et soit a € D;. f est dérivable en a ssi elle admet un développement limité a I'ordre 1 en a

Preuve

Soit f dérivable en a. liqua% existe et vaut f'(a). On a donc lim [% - f’(a)] =0.
Z am Z

Nous pouvons écrire L2012 _ £7(a) = g(x - a) avec limg(x) = 0. Il vient £(x) = f(a) — f'(a) (x — @) = g(x)(x — a)
= () = £(@ + f(@(x - a) + g(x - ) (x — @) avec limg(x — a) = 0

Posons h = x — a. Cela nous amene a f(a + h) = f(a)x+af’(a)h + g(h)h avec }lil%g(h) = 0.

Un sens de I'équivalence a donc été démontré.

Réciproquement. Posons f(a + h) = f(a) + f'(a)h + g(h)h avec Li_rgg(h) =0
Enposantx = a+ hllvient f(x) = f(a) + (x —a)f'(a) + g(x — a)(x — a) avec )l(i_r)r;lg(x —a)=0
= f) - fl@) =G -a)f'(@)+gk—-a)x—a)aveclimg(x —a) =0

- f)-f(a)
xX—a

=f'(@+ g(x - a) avec limg(x —a) = 0

f'(@

= lim
x—a

fG) - f@)
X —a -

Le sens réciproque a été démontré




Propriété | Soit f: Dy —» C et soit a € D;. Si f est dérivable en a alors f est continue en a

Preuve

Si f est dérivable en a alors elle admet un développement limité a I'ordre 1 en a.
fla+h)=f(a)+ f'(a)h + g(h)h avec Lirr(l)g(h) =0

Il vient lim;_,, f(a + h) = f(a) = lim,_, f(x) = f(a) donc f est continue en a.

Soit f: Dy — C et soit a € Dy.
* Ondit que f est dérivable a droite en a ssi xlif}}
Définition dérivé a droite de a que I'on note : f;(a)
e Ondit que f est dérivable a gauche en a ssi lim
dérivé a gauche de a que I'on note : f/(a) e

—f(xi:i(a) existe. On appelle ce nombre le nombre

f(xij;(a) existe. On appelle ce nombre le nombre

Exemple | Soit f la fonction valeur absolue. Nous avons comme vu précédemment f;(0) = 1 et f;(0) = —

Soit f: Dy — C et soit a € D, en supposant qu'il existe un voisinage de a inclus dans D, ou f est bien définie.
f dérivable en a ssi f dérivable a droite et a gauche en a et f;(a) = f,(a)

Propriété

Preuve

f dérivable en a ssi lim,_,, existe c'est a dire ssilim

fO)-f(a) f(x)—f(a) . f-f@ . 5
E— xoat T e et hmx_,a——x_a existent et sont égaux

Exemple | La fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0 car f;(0) = 1 et f;(0) = —

Soit f: Dy —» C et soit a € Dy.

Propriété f est dérivable en a ssi Re(f) et Im(f) le sont aussi.
Preuve
fO-f@ _ [f(x) (a)] flx ) - (a)] [Re(f(x)) — Re(f(a)) b [Im(f(x)) — Im(f(a))
X—a X—a X—a X—a
iﬂ% existe dans C ssi ilﬂw et Lﬂw existent




