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Dérivées successives

Soit f une fonction. Soit I un intervalle.

* Si f est dérivable sur I nous noterons f’ sa fonction dérivée.
e i e Sif' estdérivable sur I, nous noterons f'' sa fonction dérivée. ( f"" = (f")")
R e Sif" estdérivable sur I, nous noterons f'’ sa fonction dérivée. ( f'"' = (f")")

+  De maniére générale nous noterons si elle est définie £® la dérivée d'ordre k. f® = (f*k-D)’

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 3x3 — 2x%2 + 7x — 2
e festdérivablesurRet f'(x) =9x2 —4x+7

Exemple * f'estdérivable sur Ret f''(x) = 18x — 4

* f" estdérivable sur Ret f®(x) = 18

e f® estdérivablesurRet f®(x) =0

*  Nous nommerons C°(I, C) 'ensemble des fonctions continues sur un intervalle I, a valeurs dans C

*  Nous nommerons C*(I, C) 'ensemble des fonctions dérivables sur un intervalle I, a valeurs dans C et
dont la dérivée est continue sur [

*  Nous nommerons C2(I, C) 'ensemble des fonctions deux fois dérivables sur un intervalle I, a valeurs

T dans C et dont la dérivée seconde est continue sur [

Définition

* Nous nommerons C*(I,C) 'ensemble des fonctions k fois dérivables sur un intervalle I, a valeurs
dans C et dont la dérivée kiéme est continue sur [

e Nous nommerons C®(I,C) 'ensemble des fonctions infiniment dérivables sur un intervalle I, a
valeurs dans C et dont la dérivée d’ordre quelconque reste continue sur I

*  Par extension nous dirons qu’une fonction f est de classe C* lorsqu’elle est k fois dérivable et que
Remarque sa dérivée d’ordre k est continue.
e Soitfeck(,C) etneN. f® ecr(,C) = feCkn(U,C)

Opérations et dérivées successives

Soient f et g deux fonctions de classe C*.

Propriété o L .
oprietes Alors toute combinaison linéaire de f et de g est aussi de classe C¥.

Preuve

Si f et g sont k-fois dérivables alors V(4,u) € R? Af + ug est aussi k-fois dérivable
De plus si f®) et g sont continues alors 1f® + ug® est aussi continue. Nous en déduisons que V(4, 1) € R? Af + ug
est aussi de classe Ck.

Soient f et g deux fonctions de classe C*. Alors la fonction produit (fg) est aussi de classe C*.

De plus (Formule de Leibnitz) (fg)® = ¥X (’l‘) F© gl

Propriétés

Preuve

Le raisonnement est un raisonnement par récurrence :
P(k) : Si f et g sont de classe C¥ alors la fonction produit (fg) est aussi de classe C* et (fg)® = ¥k | (]:)f(i)g(k_i)

Initialisation : Pour k = 0, il est évident que si f et g sont continues alors (fg) est aussi continue. De plus la formule de
Leibnitz fonctionne pour k = 0

fg de classe C*
O =yt (Y r@ 00
(fO® = Xieo ;) FO90

Hérédité : Supposons que pour I < k donné, f et g sont de classe ¢! =
Montrons la propriété au rang k + 1.

Soient f et g de classe C**1. Alors f et g sont de classe C*. Donc fg est de classe C* donc (fg)®® = ¥* , (Ilf)f(i)g("‘i)
pour1 <i<k f®gk-bestle produit de fonctions au moins C*. Donc d’aprés I'hypothése de récurrence tous les f® gk
sontClety!, (ﬁ)f(")g(l‘i) étant une combinaison linéaire de ces fonctions I'est aussi. Donc (fg)® est C* ce qui implique

fg de classe C***. Nous pouvons donc dériver (fg)®) et essayer de démontrer la formule de Leibnitz au rang k + 1




(Fg)letD = (Z; (’lf)f(i)g(k—i)) - Z; (’l‘) (FO gD = Z; (’lf) (FHD gle=d 4 £ gller1-D)y
(Fg)®+D = Z; (’Lf)f(m)g(k—i) n Z; (/lf)f(i)g(ku—i)
G0 = 3 F )0 v (6 pogus
(Fg)0e+D) = (k)f(o)g(k+1) + Zk_l[ K 1) + (’f)]f(i)g(kﬂ—i) + (k)f(k+1)g(o)
(Fg)U+D) = fgk+D +Z [ ke + 1)]]:(1) (k+1-D) 4 pletD) g

(fg)k+D =yl [(k + 1)]f(l)g(k+1 D

La formule de Leibnitz est donc démontrée au rang k + 1. Elle est donc vraie pour tout k

Propriété Soient f une fonction de classe C* ne s’annulant pas. Alors la fonction produit (}lc) est aussi de classe Ck.

Preuve

) 7 . ) . 1 .
La encore c'est une récurrence. P(k) : Si f est de classe C* ne s’annulant pas alors la fonction (}) est aussi de classe C*.
T . . . . . , 1 . .
Initialisation : Pour k = 0, il est évident que si f continue, ne s’annulant pas alors (;) est aussi continue.

Hérédité : Supposons que pour I < k donné, f de classe C! ne s’annulant pas = %de classe C!

Montrons la propriété au rang k + 1
Soit f de classe C**! ne s’annulant pas. —% est le quotient de fonctions au moins C* donc d’'aprés I'hypothése de

! ! I
récurrence — Jf—z est de classe C*. Or —% = (%) donc % est de classe Ck*1!

Propriété Soient f et g deux fonctions de classe C* (g ne s’annulant pas). Alors la fonction 5 est aussi de classe C*

Preuve

g ECk
g ne s’annule pas

feC"} ;

Nous savons que { } E € C* et nous savons aussi que { ce(=5 € ck

Donc g € Ck

Propriété Soit g € C*(1,]) et f € C*(J,C). Alors la fonction fog € C*(I, C).

Preuve (Pas exigible)

La encore c'est une récurrence. P(k) : Si g € C¥(1,]) et f € C*(J, C). Alors la fonction fog € C¥(I,C).

Initialisation : Pour k = 0, il est évident que si g continue de I dans J et f continue de ] dans C alors fog est aussi
continue de I dans C

Hérédité : Supposons que pour | < k donné, g € C'(I,]) et f € C'(J,C) = fog € C'(1,C)

Montrons la propriété au rang k + 1

Supposons g € Ck*1(1,]) et f € C**1(J, ©).

Considérons f'og * g'. f'og est la composée de fonctions au moins C* donc d’aprés I'hypothése de récurrence
f'og € C¥(1,C). g’ € C*(1,]). Donc f'og * g' € C*(I,C).

Or f'og * g’ = (fog)'. Nous en déduisons que fog € C*¥*1(1,C).

Propriété Soit f € C*(1,)), f bijective de I dans J et f' ne s’annulant pas sur I. Alors =1 € c*(J, ).

Preuve (Pas exigible)

c'est encore une récurrence. P(k) : Si f bijective de I dans J et f' ne s’annulant pas sur I. Alors f~1 € Ck(J,I).
Initialisation : Pour k = 0, il est évident que si f continue et bijective de I dans J alors f~! est aussi continue de J dans |
fecan
Hérédité : Supposons que pour [ < k donné, f bijective = ftecyD
f'ne s'annule pas sur |
Montrons la propriété au rang k + 1
Supposons f € C"“(I,]), f bijective et f' ne s’annule pas sur I.
Considérons f'eck(,)) et f étant c*, f~1 € C*(J,I) d’aprés I'hypothése de récurrence. La composée de ces deux

flo f‘1
fonctions est donc aussi Ck et leur inverse vu que f' ne s’annule pas est aussi C*
Nous avons donc ——— o7 € ck(y,Dn. Or = (f~1)’. Nous en déduisons donc que f~ € C¥*1(J, 1)

fo f_




