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Division euclidienne

Soit a un entier relatif et b un entier natuel non nul. Il existe un seul couple (gq,r) appartenant a ZxN tel
Théoréme | quea=bg+ravec0<r<b
b est nommé le diviseur de la division euclidienne, a le dividende, q le quotient et r le reste.

Preuve

Démontrons d’abord I'existence
Supposons a > 0
Sib > aalorsa =0x*b+ a etl'existence de q et r est trouvée
Sib=aalorsa=1x*b+ 0 etla encore 'existence de q et r est trouvée
Si b < a alors posons n le plus petit entier naturel tel que nb > a.
Nous avons (n — 1)b < a < nb (¥)
a=n—-1Db+a—-(n—1)b
Posonsgq=(n—-1betr=a—(n—-1)>b
D’aprés () 0 < r < b donc la encore le couple (q,r) est trouvé.
Supposons maintenant a = 0. 0 = b * 0 + 0. Le couple (0,0) convient parfaitement.

Supposons maintenant a < 0. Nous avons alors I'existence d’un couple (q,r) pour —a.
—a=bqg+r=a=bx(—q)—r=(—q—-1)b—-1r+b
Enposantq'=—q—1etr'=—-r+b ilvienta=q' b+ r'avec q' € Z.De plus la division euclidienne appliquée a —a
nous donnait r < b doncr’ > 0 = r’ € N. Il parait évident de plus que r' < b. Nous avons la encore I'existence d’'un tel

couple.

Uniciteé :
Supposons deux couples (q,7) et (¢',r') telsquea=bq+r=bq' +r" avec0<r<bet0<r' <b

Il vient en soustrayant les deux égalités b(¢ — q¢') +r—r'=0=b(g—q¢' ) =r"—7r
Nous avons alors b | (r' — r) ce qui est impossible puisque |’ —r| < b

Conclusion il existe un seul couple (g, ) appartenant a ZxN tel que a = bg +ravec 0 <r < b

Le théoréme de la division euclidienne peut aussi se lire avec les congruences.
Remarque | Soit a un entier relatif et b un entier natuel non nul.
Alors a = r [b],r étant le reste de la division euclidienne de a par b

Démontrons que 241 4 347+1 ggt divisible par 5 pour tout n entier naturel
24=16=3+5+1= 2% = 1[5] = 24" = 1[5] = 24"*1 = 2[5]
3¢ =81=16+5+1= 3*=1[5] = 3*" = 1[5] = 3***1 = 3[5]
Donc 247+1 4 3441 = 2 4 3[5] = 0[5]

Exemple




