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Exemples de calculs de limite

Dans I'ensemble de ces exercices I'enjeu consiste a lever la forme indéterminée

Exercice1 | Déterminer lim,_ . Vx +1 —+x

Ve+1—vVx)(Vx +1+Vx x+1—x 1 1 1
Ve +1++x Ve +1++x 1 Vx 1
(1+—)+\/§ (1+—)+1
x x
. 1 . 1 1 .
llmx_>+w\/—; =0; XETOOE = E' Donc xl_l)IPOOVX +1- \/; =0
Exercice2 | Déterminer limxéoﬁ
sSin x
2x 1 exlnz_l exln2_60*ln2 x—0
sinx= sin x - x—0 *sinx—sino

exlnz_emlnz , _
T = f (0) = I[n2
Soit g définie par g(x) = sin x. }g%w =g'(0)=1

x—

Soit f définie par f(x) = e*"2. lirr(1)

. 2%-1 _ f'(0) 2
Donc llmx_,()E = 97(0) = - =[n2

Exercice3 | Déterminer lim,_, + xin(sinx)

] xsinxln(sinx) ] ]
xin(sinx) = ——— = = sinxIn(sinx) * —
sin x sin x

Soit f la fonction définie par f(x) = xIn x

sinxIn(sinx) = f(sin x). lim,_,sinx = O.Liir(l)f(x) = 0.Donc }CI_I}"% f(sinx) =0
lim mﬂ = lim sinx-sin 0
x>0 X x—0 x—0
Donc lim, 4+ xIn(sinx) = 0

= 1 (déja vu plus haut)
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Exercice 4 | Déterminer lim,_,——

sin?x  1-cosx
2 1 2 1 2 1 1 2 1
sin2x 1—cosx 1-—cos?x 1-—cosx (1—cosx)(1+cosx) 1—cosx 1—cosxLl(1l+ cosx)
_ 1 [2—1—cosx] _ 1
T 1-cosx (1+cosx) - (1+cosx)

Donc lim, ,p—e — —— =1
x20 gin2y 1-cosx 2

Momtrer que les seules fonctions de R** dans R telle que V(x,y) € R*? |f(x) — f(y)| < ﬁ sont les
fonctions constantes

Exercice 5

Fixons y. Vx € R*,|f(x)| < |f(x) — FO)| + If(y)] < ﬁ +1f(y)| < §+ If (;»)]. Donc la fonction f est bornée.
De plus lim % =0Donc lim |f(x) = f()| = 0= lim f(x) = fO).

x—>+00 Xty

Toute limite étant unique nous avons donc montré que la fonction f était constante sur R*

Réciproguement si f est constante alors V(x,y) € R*? |f(x) — f(y)| =0etV(x,y) e R*20 < ﬁ




e Soit g une fonction périodique de R dans R, convergeant en +oco. Montrer que g est constante
Exercice 6 e Soient f et g de Rdans R telles que f converge en +oo, f + g croissante, g périodique
Montrons que g constante

* Soit T la période de g et n un entier quelconque. Vx € R, g(x + nT) = g(x)
lim,,_,,, g(x + nT) =l donc Vx € R, g(x) = L. g est constante

e Soit !l tel que lim,_,, f(x) = L. f+ g étant croissante nous avons vu d’aprés le théoréme de la limite montone
pour les fonctions que lim,._, ., f + g existe et qu’elle appartient a R U +o
Silim,,,, f + g € Ralors vu la convergence de f nous avons la convergence de g ce qui d’apres la question
précédente nous donne le fait que g est constante
Silim,_,, f + g = +o alors vu la convergence de f nous en déduisons lim,_,,,, g = +o alors soit T la
période de g, nous avons Vx € R g(x) = g(x + nT) ce qui en faisant tendre n vers +o nous améne a
g(x) = +oo
Nous sommes donc arrivés a une contradiction. Le seul cas possible est : lim,_,, ., f + g € R ce qui nous
ameéne a g constante

Exercice 7 | Soit f une fonction T périodique telle que f converge en co. Montrer que f est constante

Vx € R f(x) = f(x + nT) ce qui en faisant tendre n vers +oo0 nous amene a f(x) = lim, ., f(x)
Ceci étant vrai pour tout x, nous avons démontré la constance de f

Soient a et b deux éléments de R avec a < b et f:]a; b[~ R une foncton croissante. Montrer que

Exercice 8 | |.application ¢:x - lim,, .+ f (x) est croissante

Nous savons déja d’aprés un théoréme du cours que cette application est définie. En effet f étant croissante sur R,
nous avons quelque soit x € R I'existence de lim,_,,+ f(z) et de lim,_,,- f(z) avec lim,_,- f(z) < f(x) < lim,_,+ f(2)
Soient x et y deux réels avec y > x nous avons f(x) < lim,_+ f(2), f(y) < lim,_,+ f(y) etlim,_ .+ f(z) < f(¥) (En
effet lim,_, .+ f(z) = inf f(Ix,y]) ).

Nous avons donc f(x) < lim,_,+ f(z) < f(¥) <lim,_+ f(2) = f(x) < ¢(x) < f¥) < 0(¥)

Ce qui démontre que I'application ¢ est bien croissante.




