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Exercice 1

Soit E la fonction partie entiére.
Etude de la fonction f: x —» E(x) + +/x — E(x). Montrons que la fonction f est continue sur R

Solution

Remarquons déja que la fonction f est définie sur R. En effet vx € R, E(x) < x,doncx — E(x) = 0
Soitn € Z. Vx €Eln,n+ 1] E(x) =n
Donc Vvx €ln,n+ 1[ f(x) = n++/x —n. f est donc continue sur Jn,n + 1]

f(n) =netlim,_+f(x)=n
vVxeln—1,n[ fX)=n—-1+yx—(n—-1)=n—-1+vx—-n+1

lim,_,- f(x) = ndonc lim,_,,+ f (x) =lim,_,- f(x) = f(n) = n. Nous en déduisons que la fonction est continue en n

Exercice 2

R - R
Soit f une fonction croissante sur R** et g: {x R @} décroissante sur R**
X

1. f est-elle continue sur R** ?
2. Sans étre la fonction nulle, la fonction f peut elle s’annuler sur R** ?

Solution

1. f estcroissante sur R**. Donc d’apres le théoréme de la limite monotone ¥x € R**, f admet une limite a droite et a
gauche en x. Ces limites vérifient lim,,_,,- f(y) < f(x) < lim,_,+ f(y)

De plus g est décroissante, donc pour les mémes raisons lim,, - M = @ = lim,,_, + %
lim,,_,,- SO f(x) > lim,,_,+ f(y) = xlim,,_,,- f(y) = f(x) = xlim,,_,+ f(y) (En effetx >0)

y

: f(y)
= lim,_,-y llmy

fy

> f(x) > llm yllmy_,x = lim,,_,,- f(y) >f(x) =2 limy_,+ f(y) (sif > letg > 1

alors fg » II')

Or nous avions déja lim,,_,,- f(y) < f(x) < lim,_,+ f(y) cela n'est possible que si
My, - f)=f) = limy—>x+f(y)

La fonction est f est donc continue en x
2. Supposons que la fonction f s’annule en x € R**. Nous avons f(x) =0 et g(x) =0

f étant croissante Vy €]—«; x] f(y) < 0etVy €]x; +oo] f(y) =0
g étant décroissante Vy €]—x;x] g(y) = 0etVy €]x; +0] g(y) <0

Siy<x = f(») <0etg(y) =0= f(y) soa%zo:» F(») < 0et f(y) =0 (En effet y > 0).
Cela n’est possible que si f(y) = 0. Donc f est nulle sur ]—o; x]

Siy>x = f(»)=0etg(y) <0= () zoa%so:» F(») = 0et f(y) <0 (En effet y > 0).
Cela n’est possible que si f(y) = 0. Donc f est nulle sur ]—«; x]. Donc f est nulle sur Jx; +oo]

Conclusion f est nulle sur R




Exercice 3

Soit f une fonction continue de R dans R et 1 —périodique.
Montrer que pour tout réel a non nul, il existe un réel ¢ tel que f(c + a) = f(c)

Solution

Soit a € R. Posons ¢ la fonction définie par ¢(x) = f(a + x) — f(x)

f est continue sur R donc atteint ses bornes sur un segment. Considérons le segment [0; 1]
Soit M = SUPxe[0;1] f(x)etm= infxe[o;1] f(x)

Il existe x, et x, dans [0; 1] tels que M = f(x;) etm = f(x,)

Or f est 1 —périodique.

Donc M = SUPxer f(x) etm = infxelR f(X)

o) =fla+x)—flx))=f(la+x)—M.Doncp(x;)<Ocarfl(a+x) <M
p(xy) = fla+x,) — f(xy) = fla+x,) —m.Donc ¢(x,) =0car fla+x,) =m

Dans le cas ol ¢(x;) = 0 ou @(x,) = 0 alors nous avons résolu le probléme.

Dans le cas ot ¢(x;) # 0 et ¢(x,) # 0 alors nous avons ¢(x;) < 0 et p(x,) >0

@ est continue sur [x;; x,]. (x;) < 0 < @(x,) Donc le TVI nous renseigne sur le fait qu'il existe x5 dans [x; x,] tel que
9(x3)=0.9(x3) =0 f(a+x3) — f(x3) = 0 Nous avons donc résolu notre probléme.

Exercice 4

Soit f une fonction strictement croissante sur R et n’admettant pas de point fixe. Montrer que fof n’admet pas de point
fixe.
Indication : f admet un point fixe dans R < 3x € R tel que f(x) = x

Solution

Soit ¢ la fonction définie par ¢p(x) = f(x) — x.
Vx €ER, p(x) >0
f n’admet pas de point fixe. Donc ¢ ne s’annule jamais. ¢ étant continue cela signifie que { ou }
Vx €ER, p(x) <0
Supposons Vx € R, ¢p(x) >0 © f(x) > x

f étant strictement croissante sur R, cela signifie que Vx € R, fof(x) > f(x)
Supposons que fof admette un point fixe ¢ nous aurions fof(c) > f(c) & ¢ > f(c)

Cela est impossible car nous avons montré que Vx € R f(x) > x

Bien entendu si nous avions supposé que Vx € R, ¢(x) < 0 & f(x) < x nous serions arrivés au méme genre de
contradiction




Exercice 5

Soit f une application continue de [0; 1] dans [0; 1] telle que fof = f
On note E = {x € [0; 1] tels que f(x) = x}

1.

Montrer que f([0;1]) c E

2. Montrer que E est un intervalle de R, puis un segment
3. Déterminer E. Donner un exemple de fonction f vérifiant ces hypotheses.

Solution

—_

y€ f([0;1)=y = f(x) avecx € [0;1] = f(y) = fof (x) = f(x) =y = y € Edonc f([0;1]) C E

Soient x et ydans E avec x < y.Soitztelquex < z<y.x<z<y o f(x) <z < f(y) carx et y sontdans E.

Or si z est compris entre f(x) et f(y), alors le TVI nous informe (la fonction f étant continue) que : 3¢ € [x; y] tel

que z = f(c). c étant compris entre x et y, nous avons ¢ € [0;1]. Donc z € f(]0; 1]) et d’aprés la question

précédente z € E. Donc E est un intervalle.

Si E = @ alors le probléme est fini.

Si E est non vide, c’est une partie de R majorée par 1 et minorée par 0. Donc il admet une borne sup M et une

borne inf m. Nous avons donc E c [m; M] (*)

Soit M = borne_sup (E). 3(x,) suite de E telle que lim,,_,,, x, = M

f est continue donc f(M) = f(lim,_ . Xx,;,) = nl—i>IPoof(xn) Or x, € E donc f(x,) = x,

Il vient f(M) = nl_i)erxn =M = M € E. On montre de méme m € E

Soit z € [m; M]

Nous avons m < z < M = f(m) < z < f(M). Donc f étant continue le TVI nous dit que 3c € [m; M] tel que :
z=f(©)

Il vient f(z) = fof(c) =f(c) =zdoncz€E

Nous avons donc montré que [m; M] c E. En nous appuyant sur (*) il vient [m; M] = E. E est donc bien un

segment.

Nous avons f([0;1]) € E et E = [m; M] donc f([0; 1]) < [m; M] (%)

Soit z € [m; M]

Nous avons m < z < M = f(m) < z < f(M). Donc f étant continue le TVI nous dit que 3c € [m; M] tel que :
z=f(e)

m=>0etM < 1doncc € [0;1]. Il vientz = f(c) avec c € [0;1] donc z € f([0;1]) = [m; M] c f([0;1])

Ce qui nous améne en nous appuyant sur (x*) : [m; M] = f([0;1]) = E = f([0;1])

Donnons un exemple de fonction vérifiant ces hypothéses.
Soit f la fonction définie par :
f(x) = xpourx € [0;M]avecM < 1
{ f(x) =M pourx € [M;1] }
f vérifie les conditions données par I'énonceé.




Exercice 6

Soit f une fonction continue définie sur [0; 1] & valeurs dans [0; 1].
1. Prouver que pour tout entier naturel n non nul il existe un réel a,, tel que f(a,) = a,"
2. On rajoute I'hypothése f strictement décroissante.
a. Montrer qu’il existe un unique réel a,, tel que f(a,,) = a,,™
b. Montrer que la suite (a,),cy €st croissante
c. Donner la limite de la suite (@) nen

Solution

1. Posons ¢, la fonction définie par ¢, (x) = f(x) — x™
@, est continue.
(pn(o) = f(O) Donc Wn(o) = 0.
0,(1)=f(1)—-1.0rf(1) <1Donc ¢,(1) <0
D’aprés le TVI il existe un réel a,, dans [0; 1] tel que ¢, (a,,) =0 & f(a,) —a," =0 & f(a,) = a,™
2. a @,(x) = f(x) + (—x™) Donc ¢, est la somme de deux fonctions strictement décroissantes sur [0 ; 1]
Nous en déduisons que ¢, est strictement décroissante sur [0 ;1]
D’apres le corollaire du TVI appliqué aux fonctions strictement monotones nous pouvons en déduire que :
Ala, €[0;1] tel que g, (a,) =0 & fla,) —a," =0 f(a,) = a,”
b. Nous avons ¢, (a,) = 0 = f(a,) — a," = 0 mais a,"*! < a," (car a,, € [0;1])
Donc f(ay,) — a,"*! = 0 = ¢,.1(a,) = 0. Or ¢, est strictement décroissante (comme ¢,,)
@ni1(ays1) = 0 Donc ¢4, (a,) > 0. @, étant strictement décroissante nous avons «a,, = a,,;
La suite (a,),ey €st donc bien croissante.
c. (ap)ney €St croissante, a valeurs dans [0 ; 1] et majorée par 1. Donc elle converge vers une limite [ dans [0; 1].
Supposons que [ < 1
AlorsINtgvn =N «a, <1
fla) =a," = f(a,) <I"=1lim,_, o f(a,) S0=1lim,_, f(a,) =0=f (lim an> = 0 (car f est continue)

n-+oo

Cela implique f (1) = 0. Or f étant strictement décroissante cela implique que Vx €]l,1], f(x) < 0 ce qui est
impossible puisque f est a valeurs dans [0; 1].
Dans ce cas I'hypothése [ < 1 est fausse et nous avons [ = 1

Exercice 7
Exercice 1
Soit f une fonction continue sur R ettelleque lim f(xr) = lim f(r) = +oc.
r——+o0 r——0C
Alors f admet un minimum sur .
Solution

Soit B = f(a).
lim, ;o f(x) = lim,_,_, f(x) = +oo0 donc 3y > 0 tel que V|x| > y, f(x) = B
Quitte a élargir encore cet intervalle, on peut s’arranger pour que a € [—y ; y].

f est continue donc atteint ses bornes sur l'intervalle [—y; y], en particulier son minimum m.
Vx & [-y;v], fx) = B=m

Donc m est le minimum de f sur R.




