Nombres complexes. Cours.

Exponentielle complexe

Définitions Soit z € €. On appelle exponentielle complexe de z et on note e? le nombre e%® e
Exemple e”'% =e % e% = ie
Propriétés le?| = ™ ; Arg(e?) = 1(2) [2n]
Preuve Evidente en partant de la définition
Propriétés * La fonction exponentielle est 2mi périodique. o Vz,z' e?t? = eZe?
ez+z' — ei}t(z+z')ei7(z+z’)
eZt2mi — oR(z+2m) piI(z+2mi) — oR(2)pilI(2)+27] — em(z)esvz(z’)eia(z)eij(z’)
Preuve = (@) i@ gi2n — pR(@)iI@)] = 2 = oR(@) 1@ R pi7(2))
— eZeZ’
Méthode La résolution d’équation du type e = a ou z et a sont des complexes et ou z est I'inconnue se résume a
une identification de parties imaginaires et réelles.
eZ=34+i e e?=|3+i|eraBG+)
3+l =37+ 1% = ; Arg(3 + i) = Arctan (9)[2n]
Donce?=3+i© e?= VlOeiAr“a"(%) & eR@Dl@) = VlOeiArcmn(%)
Exemple Il vient e%® = V10 & R(z) = In(V10) = %ln (10)
. ; 1 1
@) = giaretan(3) o J(z) = Arctan (5) [2m]
Il vient z = iln(lo) + Arctan (%)z + 2mi * K ; K étant un entier relatif
Soit 6: I —» C une fonction dérivable ou I représente un intervalle de R
Théorame La fonction

® :{x I_)_Lig%x)} est dérivable et sa dérivée vaut ¢’ (x) = if'(x)e?®™®

Preuve

Posons 6(x) = R(x) + iJ(x) ou R et J représentent les parties réelles et imaginaires de x. 6 est dérivable sur R donc R et J
sont deux fonctions dérivables sur R

Il vient :

P(x) = e = IFEHI() = = IWH+RE) = =TI (cos(R(x)) + isin(R(x)))

R(p(x)) = e 7@ (cosR(x)) et I(p(x)) = e (sin R(x))

Du coup

R(p'(x)) = =7 (x)e ™ cos R(x) — R'(x)e7¥(sin R(x))
9(p'(x)) = =7"(x)e " @ sinR(x) + R'(x)e "™ (cos R(x))

De méme :

10’ (x)e®® = i(R'(x) + 1 I’ (x))e!F@*IW) = (iR (x) — 7' (x)) e T+
= e ?O>R (x) — 7'(x))(cos R(x) + isin R(x))
= e 7O (=R (x) sinR(x) — 7' (x) cos R(x)) + ie ?®(=7"(x) sinR(x) + R'(x) cos R(x))
= R(p'() +i7(e'(x))

Nous avons donc bien ¢'(x) = i6'(x)e?®




