
Fonctions périodiques.  
Soit 𝑓:𝐸 → ℝ une fonction et 𝑇 un réel strictement positif. On suppose que ∀𝑥 ∊ 𝐸, 𝑥 + 𝑇 ∊ 𝐸.  

Définition 𝑓 est une fonction 𝑇 − périodique lorsque ∀𝑥 ∊ 𝐸, 𝑓 𝑥 + 𝑇 = 𝑓(𝑥) 

Exemple 

La fonction 𝑓 : ℝ → ℝ
𝑥 → sin 𝑥  est 2𝜋 −

 périodique.  
Cela signifie que ∀𝑥 ∊ ℝ sin(𝑥 + 2𝜋) =
sin 𝑥 
 
Visuellement cela signifie que la 
courbe se répète tous les 2𝜋  

Propriété Soit 𝑓 :𝐸 → ℝ une fonction 𝑇 −  périodique 
∀𝑘 ∊ ℤ, 𝑓 𝑥 + 𝑘𝑇 = 𝑓(𝑥) 

Preuve Une simple récurrence sur 𝑘 peut nous en convaincre.  

Remarque 
La propriété précédente nous renseigne sur le fait qu’une fonction possède toujours une infinité 
de périodes. (Si elle est 𝑇 − périodique elle est aussi 2𝑇 − périodique ….. ). Il vaut donc mieux 
parler d’une période de la fonction 𝑓 plutôt que de la période.  

Théorème 

Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions 𝑇 − périodiques sur un ensemble 𝐸.  
Les fonctions ℎ: 𝑥 → 𝑓 𝑥 𝑔(𝑥), 𝑖: 𝑥 → 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥  et 𝑗: 𝑥 → ! !

! !
 (lorsque 𝑔 ne s’annule pas) sont 

aussi 
𝑇 − périodiques.  

Preuve 
ℎ  𝑥 + 𝑇 =  𝑓 𝑥 + 𝑇 𝑔 𝑥 + 𝑇 = 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 = ℎ 𝑥  
𝑖 𝑥 + 𝑇 = 𝑓 𝑥 + 𝑇 + 𝑔 𝑥 + 𝑇 = 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 = 𝑖(𝑥) 

𝑗 𝑥 + 𝑇 =
𝑓 𝑥 + 𝑇
𝑔 𝑥 + 𝑇

=
𝑓 𝑥
𝑔 𝑥

= 𝑗(𝑥) 

Exemple La fonction 𝑥 → sin 𝑥 ∗ cos 𝑥 est 2𝜋 périodique.  

Théorème 

Soit 𝑓 :𝐸 → ℝ une fonction 𝑇 −  périodique 
Soit 𝜔 un réel et ℎ ∶ la fonction 𝑥 → 𝑓(𝜔𝑥).  
Cette fonction est définie sur l’ensemble 𝐸! défini par ∀𝑥 ∊ 𝐸!,∃𝑦 ∊ 𝐸 tel que 𝑥 = !

!
 

Alors la fonction ℎ est !
!
− périodique.  

Preuve 

∀𝑥 ∊ 𝐸! ℎ 𝑥 +
𝑇
𝜔

=  𝑓 𝜔 𝑥 +
𝑇
𝜔

= 𝑓 𝜔𝑥 + 𝑇 =  𝑓 𝜔𝑥 = ℎ(𝑥) 

Exemple La fonction 𝑥 → sin 2𝑥 est  !!
!
− périodique soit 𝜋 − périodique 

Remarque Il ne sert à rien d’étudier une fonction 𝑇 − périodique sur ℝ. Il suffit de l’étudier sur un intervalle de 
longueur 𝑇. Le reste de l’étude se déduit par translation.  
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