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Groupe

Soit E un ensemble muni d’'une loi de composition interne o. On dit que (E, 0) est un groupe lorsque les
trois conditions suivantes sont réalisées :

Définition * oestassociative

e E admet un élément neutre e

e Tout élément x de E admet un symétrique dans E

* Lorsque la loi de composition interne est un = on parle de groupe multiplicatif
Soitx € E,x * x * ...x (n fois) se note x™

Remarque * Lorsque la loi de composition interne est un + on parle de groupe additif
Soitx € E,x + x + - x (n fois) se note nx

* Lorsque la loi de composition interne est commutative, on parle de groupe abélien.

e (Z,4),(Q +),(R,+),(C,+) sont des groupes additifs.

o (@), (R**) et (C*,*) sont des groupes multiplicatifs.

* L’ensemble des nombres complexes de module 1 noté U est un groupe multiplicatif.
* L’ensemble des racines n — iemes de I'unité noté U,, est un groupe multiplicatif.

Exemples

Propriété | Dans un groupe le symétrique d’un élement x quelconque est unique.

Preuve

Soient y et z deux symétriques d’un élement x quelconque dans un groupe (G, o).
Nousavons x oy =yox =X0z=zZ0X=¢€;. X0Z=€; =Y0X0Z=y0e; =>zZ=Yy

Définition | Soit £ un ensemble on appelle permutation de E toute bijection de E dans E

Si E ={1,2,3...n}. Soit f la bijection telle que f(1) =2,f(2) =3,..f(n—1) =n, f(n) = 1. Cette

Exemple bijection est une permutation de E

L’ensemble des permutations de E que I'on note S; est un groupe asssocié a la loi o (loi de

Propriété o ; "
composition) que I'on appelle groupe symétrique.

Preuve

* Laloi o est associative dans E : V(f, g,h) € E3, fo(goh) = (fog)oh

* Idg estI'élément neutre pour la loi 0 dans E

* Vo € Sg, o est une bijection. Elle admet donc une réciproque o~1.
Cette réciproque est le symétrique de ¢ dans E

Soient (G4, 0,), (G5, 0,), --- (G, 0,,). On définit 'ensemble produit G = G; x G, X G5 X .... G,
Sur cet ensemble on définit une loi de composition interne o telle que :
V(x,y) € (G; xGy XG3 X ... Gp)? six = (xq,%y, ... X,) €ty = (y1,¥5, - ¥,) alors

Propriété
X0y = (X101Y1,X202Y2, - Xn0nVn)

Alors G muni de cette loi est un groupe noté (G, o) que I'on appelle groupe multiplicatif

Preuve

* Laloi o est associative : V(x,y,2) € (G; xG, X G3 X ... G,)3
(x0y)oz= (X101Y1,X20,¥5, . Xn0yYp) 0Z = (X101Y10121,X30,Y202Z3, ... X0V 0nZyp)
x0(yoz)= x0(y10121,Y,05Z3, .. Y0nZn) = (X101Y10121,X202Y202Z3, .. Xy,0nYn0nZy)

* Cette loi admet (e,, e,, ... €,) comme élément neutre.
* VX €G,x = (xg,%p .. xp) alors (x;71,x,71, ... x,71) est le symétrique de x, noté x~1, dans G.

On peut définir par exemple a l'aide de (Z, +) et (Q*,*) le groupe ZxQ*
Soit x = (2;%) ety = (—1;%) appartiennent a ZxQ*

Exemple
(2 12 1) 1—2
= —1i=—%x—=) = .

xoy i3*7)= Qg




