
 

Groupe 

Définition 

Soit 𝐸 un ensemble muni d’une loi de composition interne 𝜊. On dit que (𝐸, 𝜊) est un groupe lorsque les 
trois conditions suivantes sont réalisées :  

• ο est associative 
• 𝐸 admet un élément neutre 𝑒 
• Tout élément 𝑥 de 𝐸 admet un symétrique dans 𝐸 

Remarque 

• Lorsque la loi de composition interne est un ∗ on parle de groupe multiplicatif 
Soit 𝑥 ∈ 𝐸, 𝑥 ∗ 𝑥 ∗ … 𝑥 (𝑛 𝑓𝑜𝑖𝑠) se note 𝑥! 

• Lorsque la loi de composition interne est un + on parle de groupe additif 
Soit 𝑥 ∈ 𝐸, 𝑥 + 𝑥 +⋯ 𝑥 (𝑛 𝑓𝑜𝑖𝑠) se note 𝑛𝑥 

• Lorsque la loi de composition interne est commutative, on parle de groupe abélien.  

Exemples 

• ℤ,+ , ℚ,+ , ℝ,+ , ℂ,+  sont des groupes additifs.  
• ℚ∗,∗ , ℝ∗,∗  et ℂ∗,∗  sont des groupes multiplicatifs.  
• L’ensemble des nombres complexes de module 1 noté 𝕌 est un groupe multiplicatif.  
• L’ensemble des racines 𝑛 − 𝑖è𝑚𝑒𝑠 de l’unité noté 𝕌! est un groupe multiplicatif.  

Propriété Dans un groupe le symétrique d’un élement 𝑥 quelconque est unique.  
Preuve 

Soient 𝑦 et 𝑧 deux symétriques d’un élement 𝑥 quelconque dans un groupe (𝐺, 𝜊).  
Nous avons 𝑥 𝜊 𝑦 = 𝑦 𝜊 𝑥 = 𝑥 𝜊 𝑧 = 𝑧 𝜊 𝑥 = 𝑒! .  𝑥 𝜊 𝑧 = 𝑒! ⟹ 𝑦 𝜊 𝑥 𝜊 𝑧 = 𝑦 𝜊 𝑒! ⟹ 𝑧 = 𝑦 
Définition  Soit 𝐸 un ensemble on appelle permutation de 𝐸 toute bijection de 𝐸 dans 𝐸 

Exemple Si 𝐸 = {1,2,3… 𝑛}. Soit 𝑓 la bijection telle que 𝑓 1 = 2, 𝑓 2 = 3,… 𝑓 𝑛 − 1 = 𝑛, 𝑓 𝑛 = 1. Cette 
bijection est une permutation de 𝐸 

Propriété L’ensemble des permutations de 𝐸 que l’on note 𝑆! est un groupe asssocié à la loi 𝜊 (loi de 
composition) que l’on appelle groupe symétrique.  

Preuve 
• La loi 𝑜 est associative dans 𝐸 : ∀ 𝑓,𝑔, ℎ ∈ 𝐸!, 𝑓𝑜 𝑔𝑜ℎ = (𝑓𝑜𝑔)𝑜ℎ 
• 𝐼𝑑! est l’élément neutre pour la loi 𝑜 dans 𝐸 
• ∀𝜎 ∈ 𝑆!, 𝜎 est une bijection. Elle admet donc une réciproque 𝜎!!.  

Cette réciproque est le symétrique de 𝜎 dans 𝐸 

Propriété 

Soient (𝐺!, 𝑜!), (𝐺!, 𝑜!), … (𝐺!, 𝑜!). On définit l’ensemble produit 𝐺 =  𝐺! x 𝐺! x 𝐺! x …. 𝐺! 
Sur cet ensemble on définit une loi de composition interne 𝑜 telle que :  
∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺! x 𝐺! x 𝐺! x … .  𝐺! !  si 𝑥 = (𝑥!, 𝑥!,…  𝑥!) et 𝑦 = (𝑦!, 𝑦!,…  𝑦!) alors  

𝑥 𝑜 𝑦 = (𝑥!𝑜!𝑦!, 𝑥!𝑜!𝑦!,…  𝑥!𝑜!𝑦!) 
 
Alors 𝐺 muni de cette loi est un groupe noté (𝐺, 𝑜) que l’on appelle groupe multiplicatif 

Preuve 
• La loi 𝑜 est associative : ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺! x 𝐺! x 𝐺! x … .  𝐺! ! 

𝑥 𝑜 𝑦  𝑜 𝑧 =  𝑥!𝑜!𝑦!, 𝑥!𝑜!𝑦!,…  𝑥!𝑜!𝑦!  𝑜 𝑧 = 𝑥!𝑜!𝑦!𝑜!𝑧!, 𝑥!𝑜!𝑦!𝑜!𝑧!,…  𝑥!𝑜!𝑦!𝑜!𝑧!  
𝑥 𝑜 𝑦 𝑜 𝑧 =  𝑥 𝑜 𝑦!𝑜!𝑧!, 𝑦!𝑜!𝑧!,…  𝑦!𝑜!𝑧! = 𝑥!𝑜!𝑦!𝑜!𝑧!, 𝑥!𝑜!𝑦!𝑜!𝑧!,…  𝑥!𝑜!𝑦!𝑜!𝑧!  
 

• Cette loi admet (𝑒!, 𝑒! ,…  𝑒!) comme élément neutre.  
• ∀𝑥 ∈ 𝐺, 𝑥 = (𝑥!, 𝑥!,…  𝑥!) alors (𝑥!!!, 𝑥!!!,…  𝑥!!!) est le symétrique de 𝑥, noté 𝑥!! , dans 𝐺. 

Exemple 

On peut définir par exemple à l’aide de ℤ,+  et ℚ∗,∗  le groupe ℤxℚ∗ 
Soit 𝑥 = (2; !

!
) et 𝑦 = −1; !

!
 appartiennent à ℤxℚ∗ 
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