
Intégration. Cours 
 

Intégration changement de variable 

Théorème 

Soit 𝜑 une fonction dérivable de 𝐼 dans 𝐽, dont la dérivée 𝜑! est continue sur 𝐼 
Soit 𝑓 une fonction continue de 𝐽 dans ℂ.  
Soient 𝑎 et 𝑏 deux réels de 𝐼 Alors  

𝑓 𝜑 𝑥
!

!
𝜑! 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑓 𝑥

!(!)

!(!)
𝑑𝑥 

Preuve 
	

𝑓 étant continue sur 𝐽, admet une primitive 𝐹.  
𝜑 étant dérivable sur 𝐼, la fonction 𝐹𝑜 𝜑 est dérivable sur 𝐼 et 𝐹 𝑜 𝜑 ! = 𝐹!𝑜 𝜑 ∗  𝜑! = 𝑓 𝑜 𝜑 ∗  𝜑! 

La fonction 𝜑! étant continue sur 𝐼, la fonction 𝑓 𝑜 𝜑 ∗  𝜑! est continue sur 𝐼 donc intégrable sur 𝑎, 𝑏  
 

Il vient 𝑓 𝜑 𝑥!
! 𝜑! 𝑥 𝑑𝑥 =  𝐹 𝑜 𝜑 !

! =  𝐹 𝑜 𝜑 𝑏 − 𝐹 𝑜 𝜑 𝑎 = 𝑓 𝑥!(!)
!(!) 𝑑𝑥 

 
Exemples 

• Calcul de 𝐼 = 𝑥! 1 − 𝑥!
! 𝑑𝑥 

 
Posons 𝜑 𝑥 = 1 − 𝑥, 𝜑! 𝑥 = −1. 𝜑 continue et dérivable sur 0 ; 1 , 𝜑! continue sur 0 ; 1  

𝐼 = −(1 − 𝜑 𝑥 )! 𝜑 𝑥
!

!
𝜑! 𝑥 𝑑𝑥 = − 1 − 𝜑 𝑥

!
𝜑 𝑥

!

!
𝜑! 𝑥 𝑑𝑥 = − 1 − 𝑥 ! 𝑥

!

!
𝑑𝑥 = 1 − 𝑥 ! 𝑥

!

!
𝑑𝑥 

𝐼 = (1 + 𝑥! − 2𝑥) 𝑥
!

!
𝑑𝑥 = 𝑥

!
!

!

!
𝑑𝑥 + 𝑥

!
!

!

!
𝑑𝑥 − 2 𝑥

!
!

!

!
𝑑𝑥 =

2
3
𝑥
!
!
!

!
+
2
7
𝑥
!
!
!

!
− 2

2
5
𝑥
!
!
!

!
=
2
3
+
2
7
−
4
5
=
14
21

+
6
21

−
4
5

=
20
21

−
4
5
=
100
105

−
84
105

=
16
105

 
 

• Calcul de 𝐽 = 1 − 𝑥!
!
!

!
!

𝑑𝑥 

 
Posons 𝜑 𝑥 = cos 𝑥, 𝜑! 𝑥 = − sin 𝑥. 𝜑 continue et dérivable sur !

!
 ; !
!
, 𝜑! continue sur !

!
 ; !
!

 
 

𝐽 = 1 − 𝑥!
!"#!!

!"#!! 
𝑑𝑥 = 1 − cos 𝑥 !

!
!

!
! 

(− sin 𝑥)𝑑𝑥 = sin! 𝑥 𝑑𝑥 =
!
!

!
! 

1 − cos! 𝑥 𝑑𝑥
!
!

!
! 

 

 
Or cos 2𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠! 𝑥 − 1⟹ 𝑐𝑜𝑠! 𝑥 = !!!"# (!!)

!
⟹ 1 − 𝑐𝑜𝑠! 𝑥 = !!!"# (!!)

!
 

 

𝐽 =
1 − cos (2𝑥)

2
𝑑𝑥 =

1
2
(

!
!

!
! 

𝜋
3
−
𝜋
4
) −

sin 2𝑥
4 !

!

!
!
=  

𝜋
24

−
1
4
(sin

2𝜋
3
− sin

𝜋
2
) =

𝜋
24

−
1
4
(
3
2
− 1) =

𝜋 + 6
24

−
3
8

 

 

• Calcul de 𝐾 = !
!!!!!

!
! 𝑑𝑥 

𝐾 =
1

𝑥! + 𝑘!
!

!
𝑑𝑥 =

1
𝑘!

!

!

1
𝑥
𝑘

!
+ 1

𝑑𝑥 =
1
𝑘!

1
𝑥
𝑘

!
+ 1

𝑑𝑥
!

!
 

On pose 𝜑 𝑥 = !
!
, 𝜑! 𝑥 = !

!
 

𝐾 =
1
𝑘!

𝑘
𝜑!(𝑥) + 1

𝜑! 𝑥 𝑑𝑥
!

!
=
1
𝑘

1
𝑥! + 1

𝑑𝑥
!
!

!
!

=
1
𝑘
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 !

!

!
! =

1
𝑘
(𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑏
𝑘
− 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑎
𝑘
)  

 


