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Existence de limite par majoration / minoration / encadrement

Soient f, g, h trois fonctions définies sur un ensemble de définition D et a valeurs dans R.
Soit a adhérent a D et [ER
On suppose :

e lim,,, f(x) =lim,,, h(x) =1

e AV telquevx eV, ND,f(x) < gx) < h(x)

Théoréme
(gendarmes)

Alors lim,_,, g(x) =1

Preuve

lim,,_,, f (x) = lim,_, h(x) = L Donc, Ve > 0,il existe V!l et V2 telsque Vx eVl N D, f(x) €]l —e;l+e[etVx eVZND,
h(x) €]l —¢e;1l+ ¢
Mais V! n V2 =V est un voisinage de adoncvx e VN D, f(x) €]l —e;l+e[et h(x) €]l —e;l+ €]
Or V, nV étant un voisinage de a que nous appellerons W, nous avons :
VxeWnD, f(x) <glx) <h(x)avec f(x) E]ll—¢e;l+e[eth(x) €]l—¢;l+¢]
Cela implique donc que g(x) €]l —&;1l + ¢

Nous avons donc montré que Ve > 0 il existe un voisinagede a: W telque vx e WNnD, g(x) €]l —¢;l+ €]
Cela traduit :

limg(x) =1

X—d

Soit f une fonction définie sur R* par f(x) = x(—l)E(Flc) ou E désigne la fonction partie entiéere.
Exemple Nous avons :

Vx ER*, —x < f(x) <«x

lim,_,, —x = lim,_,x = 0 donc lim,_,, f(x) = 0

Soient f et g deux fonctions définies sur un ensemble de définition D et a valeurs dans R.
Soit a adhérent a D
On suppose que :

Théoréme * Dans un voisinage de a, f(x) < g(x)
¢ 1imx—>a f(x) = 4o
Alors

lim g(x) = +o0
x-a

Preuve

IV, telque vx eV, N D, f(x) < g(x)
lim,,, f(x) = +0 Donc VM = 03V, telque vx e V,'nD, f(x) = M
Posons W =V, nV,’, W est aussi un voisinage de a

Donc VM = 0 3W voisinage de atelque vx e WND, g(x) = f(x) = M
Cela traduit :

lim g(x) = +o0
x—-a

1
Soit f définie sur R* par f(x) = x3e' 22

1
Exemple Nous avons Vx € R*, 1 + xiz >1=e'P>e>1. (la fonction exp étant croissante)

Donc Vx € R*, f(x) = x3
lim,, ;o x3 = +00 donc lim,_, ., f(x) =+

Soient f et g deux fonctions définies sur un ensemble de définition D et a valeurs dans R.
Soit a adhérenta D
On suppose que :

Théoréme * Dans un voisinage de a, f(x) < g(x)
¢ limy,,g(x) = -
Alors
lim f(x) = —o0
x—-a
Preuve

C’est la preuve symétrique du théoreme précédent.




Théoréme de la limite monotone pour les fonctions

Soient a et b deux éléments de R avec a < b
Soit f:]a; b[- R monotone.
e Sif est croissante :
o Sif est majorée sur ]a; b[ alors lim,_,,- f(x) = sup,eq;p(f (x) sinon lim,_,,- f(x) = +o

Théoreme o Sif estminorée sur Ja;b[ alors lim,_,q, f(x) = inf e, ,»f (¥) sinon lim, ., f(x) = — oo

e Si f est décroissante :
o Sif estminorée sur ]a; b[ alors lim,_,,- f(x) = infiejqpf (%) sinon lim,_,,- f(x) = —o
o Sif estmajorée surJa;b[ alors limy 4 f(x) = sup,e)q,f (%) sinon lim,_,4 f(x) = + 0

Preuve

Dans le cas ou f est croissante et majorée sur Ja; b[, f(]a; b[) est une sous partie de R majorée. Nous en
déduisons donc que f(Ja; b[) admet une borne sup : supyejq;pf (¥) que nous nommerons L.

Soit ¢ > 0 quelconque. [ — € ne majore pas f(Ja;b[). Donc 3y €la;b[telquel—c < f(y) <l+¢
Vx =y on adonc
l—e< f(y) < f(x) < lcar f est croissante
Nous avons montré que Ve > 0 3y €la; b[ Vx E]y;b[ | —e < f(x) <1
Cela traduit le fait que lim,_, - f(x) = supxejapf (*)

Dans le cas ou f est croissante et non majorée sur |a; bJ.
Soit A > 0 quelconque. A ne majore pas f sur Ja; b[. Donc 3y €]a; b[ tel que f(y) = A
Or f étant croissante sur Ja; b[ nous avons donc pour tout x supérieur y
fG=f) =4
Nous avons donc montré que VA > 0 3y €la; b[ Vx €]y;b[ f(x) = A
Cela traduit le fait que lim,_,,- f(x) = 4+
Dans le cas ou f est croissante et minorée sur Ja; b[,f (Ja; b[) est une sous partie de R minorée. Nous en
déduisons donc que f(]a; b[) admet une borne inf : inf,¢q,pf (x) que nous nommerons .
Soit € > 0 quelconque. [ + € ne minore pas f(Ja;b[). Donc 3y €la;b[telquel < f(y) <l+e¢
Vx <y onadonc
I<f(x)<f(y) <l+¢ car f estcroissante
Nous avons montré que Ve > 0 3y €la;b[ Vx €Ela;y[ | —e < f(x) <1
Cela traduit le fait que lim,_,,+ f(x) = infiejapf (%)
Dans le cas ou f est croissante et non minorée sur |a; bJ.
Soit A < 0 quelconque. A ne minore pas f sur Ja; b[. Donc 3y €]a; b[ tel que f(y) < A
Or f étant croissante sur Ja; b[ nous avons donc pour tout x inférieur a y
fG=fy) <A
Nous avons donc montré que VA < 0 3y €]a; b[ Vx €la;y[ f(x) <A
Cela traduit le fait que lim,_,,+ f(x) = —c

Dans le cas ou f est décroissante il faut appliquer les résultats précédents a la fonction —f qui est, elle,
croissante.

Théoréme

Soit I un intervalle de R et f: 1 —» R monotone. Soit a € I (I désigne l'intérieur de a, cela signifie que a n'est
pas une extrémité de I) alors f admet une limite en gauche et a droite en a.
De bl { si f est croissante alors lim,_ .- f(x) < f(a) <lim,_,+ f(x) }

e pls si f est décroissante alors lim,_,- f(x) = f(a) =lim,_+ f(x)

Preuve

Supposons f croissante. Soit k > 0 tel que a — k et a + k soient dans I. f est majorée sur Ja — k; a[ par f(a) et minorée
sur ]a; a + k[ par f(a)
Le théoréme précédent nous dit que :
o lim,_4- f(x) existe et vaut supfreja—k;q(
o lim, 4+ f(x) existe et vaut infyejq;q4k(
Par définition supfyeja—ka; < f(@) < infreigiar
La démonstration est symétrique dans le cas ou f est décroissante




