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Limites et inégalités

Soit f:D; » R, a € R, a adhérenta D;, LER,K €R
Théoréme | Si lim,_, f(x) =1 etl < K alors f(x) < K dans un voisinage de a
De méme si lim,_,, f(x) =1 etl > K alors f(x) > K dans un voisinage de a

Preuve

Si lim,_, f(x) =1 etl <K alors posons r = KT_l SoitV; tel que V, c]l —r; 1+ r]).
3V, telque Vx € V, N D¢, f(x) € V. Mais f(x) €V, = f(x) <K
Donc nous avons bien trouvé un voisinage de a, V, tel que Vx € V, N D, f(x) <K

Dans le cas ou lim,_,, f(x) =1 etl > K alors f(x) > K dans un voisinage de a nous avons une démonstration
complétement symétrique.

Exemple | Soit f:R* - R tel que f(x) =2 sin(g) ; lim,_,, f(x) = 0 ; Donc 3r > 0 tel que Vx €] —r; 0[U ]0; [, f(x) < %

Soient f:D; —» R, a € R, a adhérent & D, et g: D, - R avec Dy = D,
On suppose que :

Théoréme * Il existe un voisinage de a : V, tel que Vx € V, N Dy f(x) < g(x)
e lim,,, f(x) =letlim,_,, g(x) =1 avecl et !l réels
Alors I < I
Preuve

. -1
Supposons le contraire : [ > I'. Posons r = -

Choisissons V, telque V, c]ll —r;l+r[ etV  telqueV, c]l' —r; " + r[

Alors 3V tel que Vx € V! n D, f(x) € V;. De méme 3V tel que Vx € V2 N D, g(x) € Vy.

V!t n V2 est un voisinage de a. Appelons le V. De plus D; = D, = D

Doncvx e VN D, f(x) €V, et g(x) € Vy mais dans ce cas cela signifie que vx €V, f(x) > g(x)

Or nous avons par hypothése : Il existe un voisinage de a : V, tel que Vx € V, n Dy f(x) < g(x)

V nV, étant un voisinage de a, appelons le W.

Nous aurions Vx € W n Dy ala fois f(x) < g(x) et f(x) > g(x). Nous sommes donc arrivés a une contradiction.




