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Multiples, diviseurs

Soient a et b deux élements de Z . On dit que a divise b ou que a est un diviseur de b lorsqu’il existe un

O] entier relatif c tel que b = ac. Cette relation se note a | b.
Remarque | Il est alors équivalent de dire que b est un multiple de a
Exemple —3 est un diviseur de 21 car 21 = (—3) * (—7). On peut aussi dire que 21 est un multiple de —3 et de 7
Notation L’ensemble des diviseurs de a est noté div(a) et 'ensemble des mutliples de a est noté aZ
Exemple | ¢v(12) = {£1; £2;+3;+4;+6; 12} ;
P 67 = {0;+6; +12;+18;+24 ..} ;
La relation de divisibilité est une relation d’ordre sur N. Cela signifie qu’elle est :
* Reflexive:a|a
Théoréme . Antlsy.njetrqu'Je :sia|balorsbta
e Transitive:sia|betb|calorsalc
Sur Z seules la reflexivité et la transitivité sont assurées. L’antisymétrie ne I'est pas. En effeta | — a et
—ala pour a non nul.
* Reflexivité :alacara=a*1
* Transitivité : si a|b alors 3k € Z tel que b = a * k. Si b|c alors 3k’ € Ztelque c = b * k'.
Preuve Nous avons donc ¢ = a * k * k'.= a * (kk") ce qui implique a|c
* Antisymétrie sur N:sia|baveca # balorsb =ax*cavecc ENetc > 1.
Onadoncb>a=bta
Propriété | Linéarité : sia|b etalc alors a|Ab + pc
sialb alors3k € Ztqb = ak
sialc alors 3k’ € Ztq c = ak’
HEI Ab + pc = Aak + pak’ = a(Ak + pk’)
Donc a divise Ab + puc
Propriété | Conservation du produit : si a|b et c|d alors ac | bd
sialb alors3k € Ztqb = ak
Preuve sic|d alors 3k' € Ztqd = ck’

Il vient bd = ackk’ et donc ac divise bd




