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Nombres premiers

Soit p un entier naturel différent de 1. p est dit premier si et seulement si il n’est divisible que par 1 et

Définition .
lui-méme.

Exemple Les premiers nombres premiers sont: 1,3,5,7,9,11,13,17,19, 23 ...

Tout entier naturel supérieur ou égal a 2 peut se décomposer en produit de nombres premiers et cette

Théoréme - s ;
décomposition est unique.

Preuve

Montrons I'existence d’'une décomposition par récurrence :

* |Initialisation : 2 est un nombre premier donc c’est un produit de nombres premiers.

e Hérédité : Soit n = 2. Supposons que tous les entiers compris entre 2 et n puissent s’ecrirent comme produit
de nombres premiers.
Considérons n + 1 :
Sin + 1 est premier alors n + 1 peut s’écrire comme le produit de nombres premiers.
Sin + 1 n'est pas premier alors n + 1 = pq avec p et g supérieurs ou égaux a 2. Le fait que p et g soient > 2
implique que p < n et g < n. L’hypothése de récurrence s’applique a p et q.
p = [Ip;% (tous les p; étant premiers. Les a; sont des entiers naturels et désignent les puissances de p;)
q = [1q;% (tous les q; étant premiers. Les f3; sont des entiers naturels et désignent les puissances de gq;)
Doncn+1=pq =[Ip;%[]q;% ; n+ 1 est donc aussi le produit de facteurs premiers.

Montrons maintenant I'unicité.

Supposons que n = [[[%,p;% = 1'[}:0 qjﬁf, les p; et les q; étant tous premiers.

Prenons un p; quelconque dans la premiére décomposition de n et supposons qu’il ne se retrouve pas dans la
deuxiéme décomposition.

pi | l_[ﬁ-=0 q,-Bf' et Vj,piquﬁi = 1 (puisque p; et les q; sont premiers) donc d’'aprés le théoréme de Gauss nous sommes
arrivés a une contradiction.

Tous les p; sont donc dans la deuxiéme décomposition et tous les g; sont dans la premiére.

m m
n= 1_[ piai = 1_[ piﬁi
i=0 i=0

Supposons qu’il existe [ tel que a; # ;. On peut supposer a; < f3;.
m

m
n= plal 1_[ o piai = plBl 1_[ i—o piﬁi
(i#l) (i#l)

- | |m 8 | |m 8

— ap — -a Bi

plal - i.=0 bit=nm = i.=0 bt
(i#l) (i#l)

Donc p,fi= | [1", p;% ce qui est impossible puisque p, est premier avec tous les p;% (i # 1). Nous sommes donc
(i#l)
arrivés a une contradiction. Il vient VI, a; = 3, et donc la décomposition en facteurs premiers est unique.

Exemple 252 = 22x32x7.

Soit p un nombre premier et n un entier quelconque.
La valuation p —adique d’'un nombre n notée v, (n) est définie par :

Définition
it {vp(n) = max{k € N tel que p*|n}sin # 0}
+oosin=0
Remarque La valuation p —adique d’un nombre n est donc la puissance maximale de p qui peut diviser n. Elle

apparait donc dans la décomposition de n en facteurs premiers.

Exemple D’aprés la décomposition précédente nous avons : v,(252) = 2, v3(252) = 2, v,(252) = 1.

Propriété | Soit p un nombre premier et n un entier quelconque. p | n ssi v,(n) = 1

Preuve

v,(n) =21= p?»™|n Or p |p*»™ donc p | n.
Réciproquement si p | n alors d’aprés la définition de v, (n), nous avons v,(n) > 1

Soit n un entier naturel non nul. Soit n = []™, p;#! sa décomposition en facteurs premiers.

Remarque .
1 Alors v, (n) = B;. On peut donc écrire n = ]2, p,Pi™




Propriété Soit p un nombre premier et n et m deux entiers quelconques.
P v,(mn) = v,(m) + v,(n)
Preuve
= p M p.ai 0<i<jop #
Soient {m p [Micopi™ pour 0 < i< p; p} les deux décompositions en facteurs premiers de m et n.
n = pM™ [k o pePk pour 0 <k <lp,#p

Alors mn = p?p(m+vp®) ]‘[{=0 ;% [lizo PP & v,(mn) = v,(m) + v,(n)

Soit m et n deux entiers naturels.
Soient [T_, p;"7i™ et [T4_, pi"?™ leurs décompositions en facteur premiers.
Alors mAn = [[5_op, M (vor(m), vp, (W)

Les p, étant les nombres premiers se retrouvant a la fois dans les décompositions de m et de n.

Propriété

Preuve

S_o P M (or (M), vp () divise m et n donc [[q p, ™ (Vor M) vor (W) | mAn. (div(m) n div(n) = div(mAn) )
S
3K € Net K > 1tel que mAn = K HprMi”(”Pr(m)"’Pr("))
r=0
Supposons qu’il existe un nombre premier p tel que p | K mais p n’est pas dans la liste des p,..
p| K = p| mAn = p |m et p |n. Or p ne peut apparaitre a la fois dans la décomposition de m et celle de n. Nous
avons donc une contradiction.
Tous les nombres premiers divisant K apparaissent donc dans la liste des p, .
Soit p un nombre premier apparaissant dans la liste des diviseurs de K et dans la liste des p,
pMin(vp(m),vp(n) )+1 divise mAn. Cela Impllque pML'n (vp(m),vp(n) )+1 | m et pMin(vp(m),vp(n) )+1 | n
Supposons v, (n) = v,(m). Nous avons pr(m)+1| m ce qui remet en question la définition de v, (m).
Bien entendu nous serions arrivés a un résultat similaire si v,(n) < v,(m).
Nous sommes donc la encore arrivés a une contradiction. Nous en déduisons :
p=1=K=1= mAn= [[}_, prMin(”Pr(m)r”pr("))

Exemple 120 = 23 x3* 5et3920 = 2* * 5 * 72donc 120 A 3920 = 235

Soit m et n deux entiers naturels.

Soient [T_, p;"7i™ et [T4_, p 7™ leurs décompositions en facteur premiers.

Propriété | Alors mvn = S_o p Mo (vp, (M), vp,. ()

Les p, désignant les nombres premiers se retrouvant dans la réunion des décompositions de m et de n
en facteurs premiers.

Preuve

S_o p,Me* (vpr (M), vp (M) et un multiple de m et de n. Dsonc [15-o p, % (vor (M), v (W) et un multiple de m v n.

3K € Net K > 1 tel que HprM“x(”Pr(m)"’Pr(”)) = K(mVn)
r=0

Supposons qu’il existe un nombre premier p, tel que p; | K mais p; n’est pas dans la liste des p,.
py | TIE 2o p, % (Vpr (M), vp (M) ce qui est impossible car p; n’est pas dans la liste des p,..
Donc p, est dans la liste des p,.. Soit a la puissance de p; dans la décomposition de K (a > 1)

Supposons Upl(n) 2 Um(m) nous avons p; vp (M) [T°r=0 pTMax(vpr(m),vpr(n)) =n“ (ﬁ) (mvn)
l
s (r+D) p
P, vp,(M)-a 1_[ pTMax (vp, (M), vp,. (M) — (ﬁ) (m v n)
r=0

(r=0)
Nous avons donc v, (mvn) = v, (n) —a. Or m v n est un multiple de n. Nous devrions donc avoir
vp,(mvn) = v, (n) Nous sommes donc arrivés a une contradiction et en déduisons que K = 1.

Nous avons donc [[$_q p, M (Ver(M).vp, (M) = (1 v n)

Théoréme | L’ensemble des nombres premiers noté P est un ensemble infini

Preuve

Supposons qu’il soit fini. P = {n,, n,, ny ... ny,}

Construisons le nombre n = n; *n, * ....n, + 1

Il n'est pas premier. Il se décompose donc en produit de facteurs premiers.

n = [[Zon;"

Soit n; un nombre premier différent de 1 présent dans la décomposition de n .

On aurait alors ny * n, * ....n,, + 1 = kn; or ny x n, = ....n,, = k' n; car n; apparait forcément dans la liste de gauche.
Ilvientnjk' + 1= kn; = 1 =n;(k — k') ce qui impliquerait que n; divise 1. C’est impossible. Nous sommes donc
arrivés a une contradiction. P n’est donc pas fini.







