maths-prepa-sv.fr / mpsi

Opérations sur les limites de fonction

f et g sont deux fonctions définies sur le méme ensemble de définition a valeurs dans R.
a désigne soit un nombre réel soit +oo soit —co adhérent a Dy et D,. [ et I’ désignent des nombres reels.

Si limf(x)=... ( ¢ ( e || pvas || —53
X a
et !irr:’gf.\':f... ¢ |+o00| —c0|4+o00| —00| -
alors lim(f(x)+g(x))=... |¢+¢'| + 0 | —0 | +x FI | —~
X a
Somme et
Propriété | produit de S
. Si limf(x)=... ‘ ; n i _
fonctions '_\-"2“) | € [€>0|€¢>0]¢ Oll oA 0 | 400 [ —00 | 0
et!‘irv!:g[.\‘)*.-- O |+~ |—-—~x|+~x|—-~x|+~x|—x|—-—x|[+xou—n~
alors !in:f.\' Xg(X))=-.. |¢x0| +o00| —00|—00]|+00|4+00]| =00]| +0c Fl
Dans les cas notés Fl (Forme indéterminée) on ne peut conclure immédiatement et tout résultat
est possible. Dans un tel cas, il faut lever l'indétermination en changeant I'écriture.
Dans les exemples ci-dessous lim, ., o, f(x) = +o etlim,_,,, g(x) = +c0. Donc a priori lirfl (f(x) — g(x)) est
X—>+00
une Fl. Néanmoins lorsque :
1 1 .
Exempl e f(x)=x+=-etglx) =x.f(x)—g(x)=-Donc lim (f(x) —g(x)) =0
e p e X X X—>+00
© fO)=xetg(x)=2xf()~g()=-xDonc lim (f(x) - g(x)) =~
X—+00
© f()=2xetg(x) =x.f() - g() =xDonc lim (f(x)— g(x)) = +oo
X—>+00
Si I_irpf(.\‘) { { +0 |+ | = | =m0 | +000u—nx
Silim,_, g(x) # 0 et lim g(x) = ... ¢ |+ocou—nc | €>0[€<0[¢>0[¢<0|+n0ou—n
alors ; i T T
alors lim "'\' ', 0 400 | —00| —00 | +00 FI
Quotient *7agx)
Propriété de ‘
fonctions Si 1i'?:f(-V) €>00u+n~c|€<Oou—nc|€>00u+n~|f<Oou—nc| O
Si li N ) =0 : A= 0 en restant ‘ 0 en restant 0 en restant » 0 en restant ‘
1M ag( ) et !'"-'::g‘\ positif positif négatif négatif
alors
alors lim flx + oc — 60 e + 00 FI
xag(x)
Dans les exemples ci-dessous lim,,_, . f(x) = +o etlim,_, ., g(x) = +o. Donc a priori liT (%) est une Fl.
X—+00
Néanmoins lorsque :
_ 2 _ ) - (f(x))
. = t =x.=——= = x Don —) =
Exemple fO) =x*etg(x) = x.7o5=xDonc lim (705) = +oo

L] = = 2 ﬁ=l i M =
flx)=x etg(x) e xDoncxl_l)er(g(x)) 0

La encore on ne pouvait conclure immédiatement devant la Fl. Il convenait de faire un petit calcul pour
connaitre la limite du quotient.




Opérations sur les limites de fonction

Soit f: D - R une fonction. a € R et adhérent a Dy, [ € R et lim,_,, f(x) =1
Théoréme | Soit g: D, — R une fonction. I adhérenta Dy, I' € Retlim,_, g(x) = I’
Alors lim,_,, gof(x) = I

Preuve

lim,_,; g(x) = !’ donc vV 3V, tel que Vx € V;, g(x) € Vp

Choisissons V, voisinage de [tel que V; c V.
lim,_, f(x) = [ donc 3V, voisinage de atelque Vx € V,, f(x) €V,

Nous avons donc YV, 3V, voisinage de a tel que Vx € V, f(x) € V; ce qui implique gof(x) € Vy
Ceci est la traduction de : lim,_,, gof(x) = '

2
. 2.9 . _ R
Exemple | soit f:x — fﬁ; lim, o f(x) = —1; lim,,_; ¥ = e™* ; Donc lim ex?+1 = —

x—0




