Nombres complexes. Cours.

Polyndmes complexes

N . .. C-C
Définition On appelle polyndme complexe toute fonction P de la forme : P: {Z g A @y g o anz"}
Ou ay, a4, .... a, sont des nombres complexes et n un entier naturel.
Un tel polyndme est dit de degré 3.
- . 5.3 a2 _
Exemple On considére P défini par P(z) = 2z° — 3z% + 4z — 2

Ce polyndme est un polynéme de degré 3.

Définition | Soit P un polynome complexe quelconque. On appelle racine de P un nombre complexe a tel que P(a) = 0.

Exemple | Le nombre 1 est une racine du polynéme P définipar P(z) =z3—z2+z—1.Eneffet P(1) =13 -1+1-1=0

Soit P un polynome complexe quelconque. Si a est une racine de P alors il existe un polynome Q tel que

P(z) = (z - a)Q(2)

Propriété

Reprenons I'exemple précédent ol 1 est racine du polyndéme P définipar P(z) = z3 —z+z—1

Exemple P(2) =z3—-2z24z—-1= (Z—l)(Zz +1)

Remarque | Dans le cas ou P(z) = (z — a)Q(z) le degré du polynébme Q est égal au degré du polynébme —1.

Toujours dans I'exemple précédentol P(z) =z3—z2+z—1=(z—1)(z>+1)

2TpE Le degré de P est 3 et le degré de Q défini par Q(z) = z%+ 1 est 2
Résolution d’'une équation du second degré a coefficients complexes
Considérons I'équation az? + bz + ¢ = 0 d’inconnue z € C et aux coefficients vérifianta e C,be C ,ceC .
. * Sid = b?-4ac estdifférent de 0. cette équation admet une seule solution : z, = ]
Propriété b 8 % s
* Dans le cas contraire cette équation admet deux solutions : z; = — Py etz, = — 5. 3, avec )
racine carrée de 4
Preuve
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Le nombre complexe b? — 4ac admet une racine carrée. Appelons la 8. Il vient (z + %) = (%)
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Il y a donc deux racines différentes et simples ssi §+ 0 qui sont et
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Dans le cas contraire il n’y a qu’une racine mais double valant z = — o

Résolvons I'équation z? —iz + 1
2
b? — 4ac = (=i)? —4 = -5 = (iV5)
L
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b, 8 i, V5 _ . (1+/5)
7 = —— —_ = = + —_ =
Exemple _ . _ 2a  2a 2 2
Les deux racines de cette équation sont donc et
7 = _i_i—i_f—iw
T 2a 22 2 2 2

Soient z, et z; deux racines de I'’équation du second degré az? + bz + ¢

Propriété ; b
P I Vlentzo+Z1=_;etZ021:£

Preuve




Zy = — z + Z
La proposition précédente nous informe que et (les deux sont interchangeables)
b 8
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Donc zy + z; = —%
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Grace a cette nouvelle propriété il devient trés facile lorsque I'on posséde une racine du polynéme du second
degré d’en déduire la premiére. Reprenons I'exemple précédent.

Nous devions résoudre I'équation z2 — iz + 1 = 0.

. . .(1+V5
Supposons que nous connaissions une des deux racines : par exemple z, = z%

Exemple

Cette propriété nous dit que z; + z, = —% =-T=10

;a8 _ (1—2\/3)

> ; Nous retombons donc bien sur le résultat précédemment trouvé.

llvientz, =i—z, =i—




