
somme simple 

Définition 
Soit (𝑎!, 𝑎!…  𝑎!) une famille de nombres de ℂ!!!. Le nombre 𝑎! + 𝑎! +⋯  𝑎! peut être noté 𝑎!!!!

!!!  ou 
encore 𝑎!!!!!! .  
Plus généralement si (𝑎!)!∊! est une famille de complexes indexée par un ensemble 𝐼 fini quelconque, 

𝑎!!∊!  désigne la somme des 𝑎!, 𝑖 parcourant 𝐼.  

Exemple 
Soit  𝐼 = {0, 2, 5, 7, 11}. On considère la famille de complexes (𝑎!, 𝑎!, 𝑎!, 𝑎!…  𝑎!!) 

𝑎!
!∊!

= 𝑎! + 𝑎! + 𝑎! + 𝑎! + 𝑎!! 

Propriété ∀𝑛 ∊ ℕ, 𝑖
!!!

!!!

=
𝑛(𝑛 + 1)

2
 ∀𝑛 ∊ ℕ, 𝑖!

!!!

!!!

=
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
 

Preuve 

Soit 𝑃 𝑛 la propriété 𝑖!!!
!!! = !(!!!)

!
 

Intialisation : si 𝑛 = 0, 𝑖!!!
!!! = 0. De plus 

! !!!
!

= 0 Donc 𝑃 0  est vérifiée.  
Hérédité : Supposons 𝑃 𝑛  vérifiée.  

𝑖
!!!

!!!

=
𝑛 𝑛 + 1

2
 

⇒ 𝑖
!!!

!!!

+ 𝑛 + 1 =
𝑛 𝑛 + 1

2
+ 𝑛 + 1  

⇒          𝑖
!!!!!

!!!

= 𝑛 + 1
𝑛
2
+ 1 =

𝑛 + 1 𝑛 + 2
2

 

𝑃 𝑛 + 1  est donc vérifiée.  
Il vient  ∀𝑛 ∊ ℕ, 𝑖!!!

!!! = !(!!!)
!

 

Soit 𝑃 𝑛 la propriété 𝑖!!!!
!!! = !(!!!)(!!!!)

!
 

Intialisation : si 𝑛 = 0, 𝑖!!!!
!!! = 0. De plus 

! !!! (!∗!!!)
!

= 0 Donc 𝑃 0  est vérifiée.  
Hérédité : Supposons 𝑃 𝑛  vérifiée.  

𝑖!
!!!

!!!

=
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
 

⇒ 𝑖!
!!!

!!!

+ 𝑛 + 1 ! =
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
+ 𝑛 + 1 ! 

⇒          𝑖!
!!!!!

!!!

= 𝑛 + 1
𝑛 2𝑛 + 1

6
+ (𝑛 + 1)  

⇒          𝑖!
!!!!!

!!!

= 𝑛 + 1
𝑛 2𝑛 + 1

6
+

6𝑛 + 6
6

 

⇒          𝑖!
!!!!!

!!!

= 𝑛 + 1
2𝑛! + 7𝑛 + 6

6
 

𝑖!
!!!!!

!!!

=
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(2𝑛 + 3)

6
 

 
𝑃 𝑛 + 1  est donc vérifiée.  
Il vient  ∀𝑛 ∊ ℕ, 𝑖!!!!

!!! = !(!!!)(!!!!)
!

 

Propriétés 

• Soient (𝑎!)!∊! et (𝑏!)!∊! deux familles de complexes indéxées par un ensemble I fini 
quelconque.  

(𝒂𝒊 + 𝒃𝒊)𝒊∊𝑰 = 𝒂𝒊𝒊∊𝑰 + 𝒃𝒊𝒊∊𝑰  (commutativité et associativité de la somme dans ℂ) 
 

• Soint 𝐼 et 𝐽 deux ensembles finis disjoints quelconques. Soit (𝑎!)!∊!⋃! une famille de 
complexes indéxée par l’ ensemble 𝐼⋃𝐽. Alors :  

𝒂𝒊 =
𝒊∊𝑰⋃𝑱

𝒂𝒊
𝒊∊𝑰

+ 𝒂𝒊
𝒊∊𝑱

 

 
• Soient (𝑎!)!∊! et (𝑏!)!∊! deux familles de complexes indéxées par un ensemble I fini 

quelconque et soit 𝜆 ∊ ℂ 
𝝀𝒂𝒊

𝒊∊𝑰

= 𝝀 𝒂𝒊
𝒊∊𝑰

 

Exemple 3𝑘 + 1 = 3 𝑘
!!!

!!!

+ 1
!!!

!!!

= 3
!!!

!!!

𝑛 𝑛 + 1
2

+ 𝑛 + 1 = 𝑛 + 1
3𝑛
2
+ 1 =

𝑛 + 1 3𝑛 + 2
2

 

Propriété 
Somme 

télescopique 
Soit (𝑎!, 𝑎!…  𝑎!) une famille de nombres de ℂ!!!. (𝑎!!! − 𝑎!!!!

!!! ) = 𝑎!!! − 𝑎! 

Preuve  . (𝑎!!! − 𝑎!!!!
!!! ) = 𝑎! − 𝑎! + 𝑎! − 𝑎! + 𝑎! − 𝑎! +⋯ 𝑎!!! − 𝑎! = 𝑎!!! − 𝑎! 

maths-prepa-sv.fr / mpsi   



Propriété 
Changement 

d’indice 

Soit (𝑎!)!∊! une famille de nombres comlexes indéxée par un ensemble fini 𝐼. On suppose que 𝐽 est un 
autre ensemble fini, et que φ est une bijection de 𝐽 dans 𝐼. Alors  

𝒂𝒊
𝒊∊𝑰

= 𝒂!(!)
𝒋∊𝑱

 

Exemple 
𝑘 − 1 = 𝑘

!!!

!!!

!!!!!

!!!

=
𝑛(𝑛 + 1)

2
 

Nous avons utilisé la fonction φ définie par 𝜑 𝑥 = 𝑥 + 1 qui envoie la famille 0, 1, 2,… . 𝑛 sur  1, 2,… . 𝑛,
𝑛 + 1 

Propriété 𝑥! =
!!!

!!!

1 + 𝑥 + 𝑥! + 𝑥! +⋯ 𝑥! =
1 − 𝑥!!!

1 − 𝑥  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑥 ≠ 1

𝑛 + 1 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑥 = 1
 

Preuve 
Pour 𝑥 = 1 c’est évident.  
Pour 𝑥 ≠ 1 établissons un raisonement par récurence.  
Soit 𝑃 𝑛 :  𝑥! =!!!

!!!
!!!!!!

!!!
 

𝑃 0 est vraie. En effet 𝑥! =!!!
!!! 𝑥! = 1 et !!!

!!!
= 1 

Supposons 𝑃 𝑛  vérifiée.  

𝑥! =
!!!

!!!

1 − 𝑥!!!

1 − 𝑥
⇒ 𝑥! + 𝑥!!! =

!!!

!!!

1 − 𝑥!!!

1 − 𝑥
+ 𝑥!!! =

1 − 𝑥!!! + 𝑥!!!(1 − 𝑥)
1 − 𝑥

=
1 − 𝑥!!!

1 − 𝑥
 

 
Il vient : 𝑥! =!!!!!

!!!
!!!!!!

!!!
. 𝑃 𝑛 + 1  est donc vérifiée. La propriété est vraie pour tout 𝑛.  

 

Propriété 𝑎! − 𝑏! = (𝑎 − 𝑏) 𝑎!
!!!

!!!

𝑏!!!!! 

Preuve 

𝑎 − 𝑏 𝑎!
!!!

!!!

𝑏!!!!! = 𝑎 𝑎!
!!!

!!!

𝑏!!!!! − 𝑏 𝑎!
!!!

!!!

𝑏!!!!! = 𝑎!!!
!!!

!!!

𝑏!!!!! − 𝑎!
!!!

!!!

𝑏!!! 

= 𝑎!
!

!!!

𝑏!!! − 𝑎!
!!!

!!!

𝑏!!! = 𝑎! − 𝑏! 

Propriété 

Soient (𝑎!, 𝑎!…  𝑎!) et (𝑏!, 𝑏!…  𝑏!) deux familles de nombres de ℂ!!! 

𝑎!

!!!

!!!

𝑏!

!!!

!!!

= 𝑎!

!!!

!!!

𝑏!

!!!

!!!

 

Preuve 

𝑎!

!!!

!!!

𝑏!

!!!

!!!

= 𝑎! + 𝑎! +⋯ 𝑎! 𝑏! + 𝑏! +⋯ 𝑏! = 𝑎! 𝑏! + 𝑏! +⋯ 𝑏! =
!!!

!!!

 

(𝑎!𝑏! +⋯ 𝑎!𝑏!) = 𝑎!

!!!

!!!

𝑏!

!!!

!!!

!!!

!!!

 

 


