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Opérations sur les limites

Soient (u,) et (v,,) deux suites numériques définies sur N, [ et I’ deux nombres réels.

Si"Iimu,, ¢ ¢ ¢ 4+00| 400 | -0
Somme et "Iim V,=.. ¢ +oo| —oc0|+oo| —c0| —e
alors lim (U, +v,)=... [¢+¢ |+~ | —nc |+ Fl g
FI signifie « forme indéterminée ». Cela signifie qu’on ne peut pas conclure immédiatement, que tout
Remarque | . : b ; P o o
résultat est possible et qu'il faudra certainement modifier I'écriture pour lever I'indétermination.
Si lim u,=... £ [€>0[£>0[€<0[€<0|+00|+00]|—x 0
Produit etnlim\v" (¢ +x |- |+ |- |+ - —x  +Fvo0U—~x
alors "Ii‘m WUp XVp) = ... € | 4+~ ~ o | 400 | 4o 00 | + o0 FI
Exemples | 4, =n; lim u, = o0; lim 3 = 3; lim 3u, = o; lim(3 +u,) =
n—-oo n—-oo n—oo n—-oo
(v,) est une suite telle que pour tout entier naturel n, v, # 0
Sinlim“nf--- ( ( +00|4+00| —00| —00|4+ocou—nc
lim v, # 0 et lim v, =... (=0 +~cou—n|0>00<0[f>0[0<0|+nrou—n~
n—co = X | |
o u (
alors lim —" — . 0 to0| —oo| —oo | + o0 Fl
n—+xxV (! )
Quotient n
Sinlim U, =... (>00u+~ {<0ou—n~c {>00u-+~c £ < 0ou— 0
lim vy, = 0 et limv,=... 0 en restant positif | 0 en restant positif | 0 en restant négatif 0 en restant négatif| 0
n—oo Ll
. u
alors lim -2 — .. + o — pe + o FI
n—to0 v,
. . . . 3
Exemples | u, = 3; lim,_o, u, = 3; v, = n%lim, ., v, = ©; llmn—»oo:j_n = lim, e~ = 0;
n
FI est I'abréviation de forme indéterminée. Cela signifie que I'on ne peut pas conclure a priori sur la
. . P .. . 0
limite. Prenons par exemple la forme indéterminée 5
.. 1 1 . .
Remarque | Choisissons u, = - etv, = = Nous avons lim,,_,,, u, = lim,_,, v, =0;

Mais lim,,_,o, Z—" = +oo alors que lim,,_,, Z—" = 0 bref difficile de conclure a priori sur le quotient de deux
n n
suites tendant vers 0

Démonstration

Nous n’allons pas tout démontrer mais un peu quand méme ....
e lim, ,u,=1,Ilim,, v, =10 alorslim,_,u,+v,=1+1

€
Ve > 0,3N, tel que Vvn = N |u, — 1| < =

2
€
Ve > 0,3N, tel que Vn = N, |v, — '] <E
£ ¢
Vnzsup(Nl,Nz)Iun+vn—(l+l’)|SIun—l+vn—l’|Slun—l|+|vn—l’|SE+ES£

e lim, ,u,=1,1lim,_,,v, = +xalors lim,_, u, + v, = +x
(u,,) est convergente donc bornée. IM; > 0 tel que Vn |u,| < M,

vn—-M; <u, <M,

VM > 0,3aN, tel queVvn = N, v, = M + M,
Donc vn = max(Ny,N,) u, + v, =M+ M, — M, > M = lim,_,, u, + v, = +x
e lim,_,u, =+« ,lim,_,v, =+« alors lim,,_,, u, + v, = +x

M,

VM; > 0,3N, tel que Yn = N, v, = -

M,

VYM, > 0,3N, tel que Vn = N, v, = >

Donc vn = max(Ny, Np) wy + v = =2+ 22 = = (My + My) = limy o,y + 0y = +

e lim, ,u,=1,lim, v, =1 alors lim,_,u,v, =1
u, est convergente donc majorée en valeur absolue par M > 0




Ve > 0,3N, tel que Vn = N, |u, 2|l|
€
Ve > 0,3N, tel que Vn = N, |v, _l|<ﬁ
lupv, = U] < lupv, — | < lupv, — upl’ +u,l = U] < u, (v, = 1) + U (uy, — D) < lugllv, = U+ [Ulu, =1

Donc vn = sup (N, Ny) |u,v, —ll|<M*—+|l| 2I1|S £

e lim, ,u,=1(>0),lim,,,v, =+ alors lim,_, u,v, =+
aN; tel que Vn = N; u, = é
VM > 0,3N, tel que Vn = N, u, = %
Donc vn 2 sup(Ny, Ny) u,v, 2 2% "2 > M =>1imn_)oo UV, = +00

e lim,,,u,=1,lim, v, =+ alors llmn_,Oo o =0

VM > 0,3aN, tel quevn = N, v, > M = _—<- Nous en déduisons donc que limn_)wi =0
Un

lim, L u, =1, limn_)oo — =0 Donc hmn_,oo = 0 (produit de limites finies déja vu)
* lim, ,u, =1(1#0),alors lim,_,—= %

lim, o u, = (1 # 0) =>3N1thn>N1”'<| w,| <3'2”=>3m<ﬁs;—l

1 1 I ow,| |l-w, 1 1

R — = =—%—x|u, — I

u, I lun luy, luy, lu,| |1

&|l|?

Ve > 0,3N, (N, = N,) tel quevn = N, |u,, — 1| < |2|

. 1 1 2 1 ellf?
Il vient Vn = N, |———|S—* u
up 1 N

Ve > 0,3N, (N, = N,) tel que Vvn = N,

< £ Donc

i—1|<scelaim lique lim =1
U 1= pq n—»ooun_l

. . . l
e lim, ,u,=1(l*0),lim,_,v,=1 alors lim,_, Z—" = 7’
n

. 1 . . 1 1 . l . . . . Lo
Evident car ”—” = Up *— . limy o v, = I’ ; lim — =< ; donc lim,, ., Z—" = 7’(prodU|t de limites finies déja vu)
Un n

n—oo Un
e lim, v, = 0+ alors lim = = +.
n—oo Vn
1 1
Vs>0,EIN1telqueVn2N10<vn<£=>U—ZE
n
DochM>0( )EINltelqueVn>N1—>M=>11mV—=+oo.
n—-oo Vn
e lim,_,v, =0%*etlim,_,u, =Il(l > 0) alors llm— = +o0.
lim,,_,, u, = (Il > 0) et lim — = 4o donc lim v— = +o0. (Produit de limites de deux suites) dont 'une est +o
n—oo Un n—-oo Vn

et l'autre un réel strictement positif)

* Soit I unintervalle de R. Soit f une fonction définie de I dans R.
* Soitl € Radhérental etL tel que lim,_,, f(x) =L avec L € R.
e Soit (u,)ney UNe suite a valeurs dans [ telle que lim,_,, o u, =1
Alors lim,_,, o, f(u,) =L

Théoréme
de
composition

Exemple

Soit x € R et (u,)ey Suite telle que u, = (1 + ) Nous allons montrer que lim,,_, ., u, = e*
In(1+x)
—

Interéssons nous a la suite v,, définie par v,, = ; et a la fonction f definie par f(x) =

. o x _ . In(1+x) _ In(1+x)=In (1+0) _ ’ _ (1 _
Nous avons lim,,_,, v, = nl_lgl@ﬂ =0 etlimy,,——=lim, o —————= (In (1 4+ %))y = (1+x)x=0 =1 Donc
d’aprés le
théoreme ci-d I im £(2) = tim 20 g i nin (142 lim In(1+%)"
oreme cidessus lim f(w) = lim f(7) = lim, == 1= Jim nin (1 43) =x= Jim In (1 +3)" = x

n

Nous avons donc lim Inu, = x. Composons cette fois grace a I'exponentielle et au théoréme ci-dessus, cela nous

‘n,—)OO
donne :

lim u, =e*
n-+co




