
 

Opérations sur les limites  
Soient (𝑢!) et 𝑣!  deux suites numériques définies sur ℕ, 𝑙 et 𝑙’ deux nombres réels.  

Somme 

 
Remarque FI signifie « forme indéterminée ». Cela signifie qu’on ne peut pas conclure immédiatement, que tout 

résultat est possible et qu’il faudra certainement modifier l’écriture pour lever l’indétermination.  

Produit 

 

Exemples 𝑢! = 𝑛 ;  lim
!→!

𝑢! = ∞ ;  lim
!→!

3 = 3 ; lim
!→!

3𝑢! = ∞ ;  lim
!→!

3 + 𝑢! =∞ 

Quotient 

𝑣!  est une suite telle que pour tout entier naturel 𝑛, 𝑣! ≠ 0 

lim
!→!

𝑣! ≠ 0 

 

lim
!→!

𝑣! = 0 

 

Exemples 𝑢! = 3;  lim!→! 𝑢! = 3 ;  𝑣! = 𝑛!; lim!→! 𝑣! = ∞ ;  lim!→!
!!
!!
=   lim!→!

!
!!
=   0;   

Remarque 

FI est l’abréviation de forme indéterminée. Cela signifie que l’on ne peut pas conclure a priori sur la 
limite. Prenons par exemple la forme indéterminée !

!
 

Choisissons 𝑢! =
!
!
 et 𝑣! =

!
!!

 Nous avons lim!→! 𝑢! = lim!→! 𝑣! = 0 ;   
Mais lim!→!

!!
!!
= +∞  alors que lim!→!

!!
!!
= 0 bref difficile de conclure a priori sur le quotient de deux 

suites tendant vers 0 
Démonstration 

Nous n’allons pas tout démontrer mais un peu quand même ….  
• 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒖𝒏 = 𝒍 , 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒗𝒏 = 𝒍! alors 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒖𝒏 + 𝒗𝒏 = 𝒍 + 𝒍! 

∀𝜀 > 0,∃𝑁! 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ≥ 𝑁! 𝑢! − 𝑙 <
𝜀
2

 

∀𝜀 > 0,∃𝑁! 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ≥ 𝑁! 𝑣! − 𝑙′ <
𝜀
2

 

∀𝑛 ≥ sup 𝑁!,𝑁! 𝑢! + 𝑣! − 𝑙 + 𝑙! ≤ 𝑢! − 𝑙 + 𝑣! − 𝑙! ≤ 𝑢! − 𝑙 + 𝑣! − 𝑙! ≤
𝜀
2
+
𝜀
2
≤ 𝜀 

• 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒖𝒏 = 𝒍 , 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒗𝒏 = +∝ alors 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒖𝒏 + 𝒗𝒏 = +∝ 
(𝑢!) est convergente donc bornée. ∃𝑀! > 0 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛  𝑢! < 𝑀! 

∀𝑛 −𝑀! ≤ 𝑢! ≤ 𝑀! 
∀𝑀 > 0,∃𝑁! 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ≥ 𝑁! 𝑣! ≥ 𝑀 +𝑀!  
Donc ∀𝑛 ≥ max 𝑁!,𝑁!  𝑢! + 𝑣! ≥ 𝑀 +𝑀! −𝑀! ≥ 𝑀 ⟹ lim!→! 𝑢! + 𝑣! = +∝ 

• 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒖𝒏 = +∝ , 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒗𝒏 = +∝ alors 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒖𝒏 + 𝒗𝒏 = +∝ 

∀𝑀! > 0,∃𝑁! 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ≥ 𝑁! 𝑣! ≥
𝑀!

2
 

∀𝑀! > 0,∃𝑁! 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ≥ 𝑁! 𝑣! ≥
𝑀!

2
 

Donc ∀𝑛 ≥ max 𝑁!,𝑁!  𝑢! + 𝑣! ≥
!!
!
+ !!

!
≥ !

!
(𝑀! +𝑀!) ⟹ lim!→! 𝑢! + 𝑣! = +∝ 

• 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒖𝒏 = 𝒍 , 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒗𝒏 = 𝒍′ alors  𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒖𝒏𝒗𝒏 = 𝒍𝒍′  
𝑢! est convergente donc majorée en valeur absolue par 𝑀 > 0  
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∀𝜀 > 0,∃𝑁! 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ≥ 𝑁! 𝑢! − 𝑙 ≤
𝜀
2 𝑙′

 

∀𝜀 > 0,∃𝑁! 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ≥ 𝑁! 𝑣! − 𝑙! ≤
𝜀
2𝑀

 
𝑢!𝑣! − 𝑙𝑙′ ≤ 𝑢!𝑣! − 𝑙𝑙! ≤ 𝑢!𝑣! − 𝑢!𝑙! + 𝑢!𝑙! − 𝑙𝑙! ≤ 𝑢! 𝑣! − 𝑙! + 𝑙! 𝑢! − 𝑙 ≤ 𝑢! 𝑣! − 𝑙! + 𝑙′ 𝑢! − 𝑙  

Donc ∀𝑛 ≥ sup (𝑁!,𝑁!) 𝑢!𝑣! − 𝑙𝑙′ ≤ 𝑀 ∗ !
!!
+ 𝑙′ ∗ !

! !!
≤  𝜀 

• 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒖𝒏 = 𝒍 (𝒍 > 𝟎) , 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒗𝒏 = +∞  alors  𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒖𝒏𝒗𝒏 = +∞    

∃𝑁! 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ≥ 𝑁!  𝑢! ≥
𝑙
2

 

∀𝑀 > 0,∃𝑁! 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ≥ 𝑁! 𝑢! ≥
!!
!

    

Donc ∀𝑛 ≥ sup 𝑁!,𝑁!  𝑢!𝑣! ≥
!!
!

   *!
!
≥ 𝑀 ⟹lim!→! 𝑢!𝑣! = +∞   

• 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒖𝒏 = 𝒍 , 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒗𝒏 = +∞  alors  𝐥𝐢𝐦𝒏→!
𝒖𝒏
𝒗𝒏
= 𝟎   

∀𝑀 > 0,∃𝑁! 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ≥ 𝑁! 𝑣! ≥ 𝑀⟹ !
!!
≤ !

!
 Nous en déduisons donc que lim!→!

!
!!
= 0  

lim!→! 𝑢! = 𝑙 ,  lim!→!
!
!!
= 0  Donc   lim!→!

!!
!!
= 0  (produit de limites finies déjà vu) 

• 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒖𝒏 = 𝒍  𝒍 ≠ 𝟎   , alors  𝐥𝐢𝐦𝒏→!
𝟏
𝒖𝒏
= 𝟏

𝒍
  

  lim!→! 𝑢! = 𝑙  𝑙 ≠ 0    ⟹ ∃𝑁! 𝑡𝑞 ∀𝑛 ≥ 𝑁!
!
!
≤ 𝑢! ≤ ! !

!
⟹ !

! !
≤ !

!!
≤ !

!
 

1
𝑢!

−
1
𝑙
=

𝑙
𝑙𝑢!

−
𝑢!
𝑙𝑢!

=
𝑙 − 𝑢!
𝑙𝑢!

=
1
𝑢!

∗
1
𝑙
∗ 𝑢! − 𝑙  

∀𝜀 > 0,∃𝑁! 𝑁! ≥ 𝑁!  𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ≥ 𝑁! 𝑢! − 𝑙 ≤
𝜀 𝑙 !

2
 

Il vient ∀𝑛 ≥ 𝑁!  !
!!
− !

!
≤ !

!
∗ !

!
∗  ! !

!

!
≤ 𝜀 Donc  

∀𝜀 > 0,∃𝑁! 𝑁! ≥ 𝑁!  𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ≥ 𝑁!  !
!!
− !

!
≤ 𝜀 cela implique lim!→!

!
!!
= !

!
  

• 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒖𝒏 = 𝒍  𝒍 ≠ 𝟎   , 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒗𝒏 = 𝒍′    alors  𝐥𝐢𝐦𝒏→!
𝒗𝒏
𝒖𝒏
= 𝒍!

𝒍
  

 
Evident car !!

!!
= 𝑣! ∗

!
!!

 . lim!→! 𝑣! = 𝑙′   ; lim
!→!

!
!!
= !

!
 ; donc lim!→!

!!
!!
= !!

!
 (produit de limites finies déjà vu) 

• 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒗𝒏 = 𝟎! alors 𝐥𝐢𝐦
𝒏→!

𝟏
𝒗𝒏
= +∞.  

∀𝜀 > 0,∃𝑁! 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ≥ 𝑁! 0 < 𝑣! < 𝜀⟹
1
𝑣!
≥
1
𝜀
 

Donc ∀𝑀 > 0 𝑀 = !
!

 ∃𝑁! 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ≥ 𝑁!
!
!!
≥ 𝑀⟹ lim

!→!

!
!!
= +∞.  

• 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒗𝒏 = 𝟎! et 𝐥𝐢𝐦𝒏→! 𝒖𝒏 = 𝒍 𝒍 > 𝟎   alors 𝐥𝐢𝐦
𝒏→!

𝒖𝒏
𝒗𝒏
= +∞.  

lim!→! 𝑢! = 𝑙 𝑙 > 0   et lim
!→!

!
!!
= +∞ donc lim

!→!

!!
!!
= +∞. (Produit de limites de deux suites) dont l’une est +∞ 

et l’autre un réel strictement positif) 

Théorème 
de 

composition 

• Soit 𝐼 un intervalle de ℝ. Soit 𝑓 une fonction définie de 𝐼 dans ℝ.  
• Soit 𝑙 ∈ ℝ adhérent à 𝐼 et 𝐿 tel que lim!→! 𝑓 𝑥 = 𝐿 avec 𝐿 ∈ ℝ.  
• Soit 𝑢! !∈ℕ une suite à valeurs dans 𝐼 telle que lim!→!! 𝑢! = 𝑙 
Alors lim!→!! 𝑓(𝑢!) = 𝐿 

Exemple 

Soit 𝑥 ∈ ℝ et 𝑢! !∈ℕ  suite telle que 𝑢! = 1 + !
!

!
. Nous allons montrer que lim!→!! 𝑢! = 𝑒! 

Interéssons nous à la suite 𝑣! définie par 𝑣! =
!
!

  et à la fonction 𝑓 definie par  𝑓 𝑥 = !" !!!
!

.  
 
Nous avons lim!→!!𝑣! = lim

!→!!

!
!
= 0  et lim!→!

!" !!!
!

= lim!→!
!" !!! !!" (!!!)

!!!
= ln (1 + 𝑥) !!!

! = !
!!! !!!

= 1 Donc 
d’après le  
 

théorème ci-dessus lim
!→!!

 𝑓 𝑣! = lim
!→!!

 𝑓 !
!
= lim

!→!!

!" !!!!
!
!

= 1⟹ lim
!→!!

𝑛 ln 1 + !
!
= 𝑥⟹ lim

!→!!
ln 1 + !

!

!
= 𝑥 

 
Nous avons donc lim

!→!!
ln 𝑢! = 𝑥.  Composons cette fois grâce à l’exponentielle et au théorème ci-dessus, cela nous 

donne :  
lim
!→!!

𝑢! = 𝑒! 
 


