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Inégalité des accroissements finis

Soit f: Dy — C une fonction. Soit K € R*. On dit que f est K —lipschitzienne sur Dy ssi

Définition
vx,y € D% 1f () — fF)I < Klx — yl
La fonction valeur absolue est 1 —lipschitzienne.
— < — — < —
Exemple | o et 1x =y +yl < lx =yl + |yl = |x| = |y < |x —y|

Deméme |ly—x+x|<|ly—x|+|x| =yl - x| < |x —y|
Nous avons donc ||y| — |x|| < |x — y|. La fonction valeur absolue est donc bien 1 —lipschitzienne

Théoreme | Soit f: D, — C une fonction K —lipschitzienne. Alors f est continue sur D,

Preuve

Soit x, € Dy. Soit ¢ > 0. Choisissons y tel que |y — x| < % = |f(y) — f(xp)] S%* K<e
Onabienve>03an>0(n = i) tel que |y — x,| < % = |f(y) - flxy)l < i* K < . C’est la définition de la continuité en x,

Théoréme

Soit I un intervalle de R.

Soit f: 1 - C une fonction dérivable.

On suppose que f' est bornée sur I. f' admet donc une borne infinie finie : || f'|l
Alors f est ||f'|l —lipschitzienne sur I.

Preuve

Dans le cas ou f est réelle.
Soient x et y appartenant a I. L’égalité des accroissements finis nous donne :

Ac e Itelque f(y) = f(c) = f'(Qx=y) = If () = Ol = If' ONx == If ) = FOI < lIf llolx = ¥l

f est donc bien ||f’||, —lipschitzienne sur I

Dans le cas ou f est complexe.
Posons x et y appartenant a I. f(y) — f(x) est un nombre complexe que nous pouvons mettre sous sa forme

trigonométrique : pe'®. Donc le nombre e~ (f(y) — f(x)) est un nombre réel
I->R
Posons ¢i{, , po(e-in ()
IfF @) = FI = [e®[If ) = fFOI = [e7®(f () = f(x)]
Or e ®(f(y) - f(x)) € Rdonc |f(y) = f(x)| = [Re(e™®(f (y) — f()))| = |[Re(e™f () — Re(e ™ £ (x))|
lF &) = fOIl = o) — @)
@ est une fonction réelle. ¢ est dérivable sur I car f est dérivable sur I (e™'? est une constante)
¢'(t) = Re(e™™f(t))' = Re(e f'(1))
Nous avons vt € 1, 1¢’(t)] < |Re (7' (®)| < |e™£'(®)] < IF O] < If Nl
Appliquons maintenant I'inégalité des AF a ¢ fonction réelle.
lo() — @l < lIf lleoly — xI
Or nous savons que |¢(y) — ()| = |f (y) — f(x)]
Nous avons donc bien |f(y) — fO)| < IIf oo ly — x|
f est bien une fonction ||f’||, —lipschitzienne sur I

Exemple | Appliquons l'inégalité des accroissements finis entre 0 et x quelconque.

Soit f(x) = sinx. f définie sur R. f'(x) = cosx.Donc Vx € R |f'(x)| < 1.

llvientvx € R, |f(x) — f(0)| < 1|x — 0] < |x| = [sinx| < |x|




