
 

Inégalité des accroissements finis 

 Définition 
Soit 𝑓:𝐷! → ℂ une fonction. Soit 𝐾 ∈ ℝ!. On dit que 𝑓 est 𝐾 −lipschitzienne sur 𝐷! 𝑠𝑠𝑖 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷!!, 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 ≤ 𝐾 𝑥 − 𝑦  

Exemple 

La fonction valeur absolue est 1 −lipschitzienne.  
En effet  𝑥 − 𝑦 + 𝑦 ≤ 𝑥 − 𝑦 + 𝑦 ⟹ 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑥 − 𝑦  
De même 𝑦 − 𝑥 + 𝑥 ≤ 𝑦 − 𝑥 + 𝑥 ⟹ 𝑦 − 𝑥 ≤ 𝑥 − 𝑦  
Nous avons donc 𝑦 − 𝑥 ≤ 𝑥 − 𝑦 . La fonction valeur absolue est donc bien 1 −lipschitzienne 

Théorème Soit 𝑓:𝐷! → ℂ une fonction 𝐾 −lipschitzienne. Alors 𝑓 est continue sur 𝐷! 

Preuve 

Soit 𝑥! ∈ 𝐷!. Soit 𝜀 > 0. Choisissons 𝑦 tel que  𝑦 − 𝑥! < !
!
⟹ 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥! ≤ !

!
∗ 𝐾 ≤ 𝜀 

On a bien ∀ 𝜀 > 0 ∃𝜂 > 0 (𝜂 = !
!
) tel que 𝑦 − 𝑥! < !

!
⟹ 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥! ≤ !

!
∗ 𝐾 ≤ 𝜀. C’est la définition de la continuité en 𝑥! 

Théorème 

Soit 𝐼 un intervalle de ℝ.  
Soit 𝑓: 𝐼 → ℂ une fonction dérivable.  
On suppose que 𝑓′ est bornée sur 𝐼. 𝑓′ admet donc une borne infinie finie : 𝑓′ ! 
Alors 𝑓 est 𝑓′ ! −lipschitzienne sur 𝐼. 

Preuve 

• Dans le cas où 𝑓 est réelle.  
Soient 𝑥 et 𝑦 appartenant à 𝐼. L’égalité des accroissements finis nous donne :  
∃𝑐 ∈ 𝐼 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑐 = 𝑓! 𝑐 𝑥 − 𝑦 ⟹ 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑐 = 𝑓! 𝑐 𝑥 − 𝑦 ⟹ 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑐 ≤ 𝑓′ ! 𝑥 − 𝑦  
𝑓 est donc bien  𝑓′ ! −lipschitzienne sur 𝐼 
 

• Dans le cas où 𝑓 est complexe.  
Posons 𝑥 et 𝑦 appartenant à 𝐼. 𝑓 𝑦 − 𝑓(𝑥) est un nombre complexe que nous pouvons mettre sous sa forme 
trigonométrique : 𝜌𝑒!". Donc le nombre 𝑒!!"(𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥 ) est un nombre réel  

Posons 𝜑: 𝐼 → ℝ
𝑡 → 𝑅𝑒(𝑒!!"𝑓 𝑡 )  

𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥 = 𝑒!!" 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥 = 𝑒!!" 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥  
Or 𝑒!!" 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥 ∈  ℝ donc 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥 = 𝑅𝑒(𝑒!!" 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥 ) = 𝑅𝑒(𝑒!!"𝑓 𝑦 ) − 𝑅𝑒(𝑒!!"𝑓 𝑥 )  

𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥 = 𝜑 𝑦 − 𝜑(𝑥)  
𝜑 est une fonction réelle. 𝜑 est dérivable sur 𝐼 car 𝑓 est dérivable sur 𝐼 (𝑒!!" est une constante) 
𝜑! 𝑡 =  𝑅𝑒(𝑒!!"𝑓 𝑡 )! = 𝑅𝑒(𝑒!!"𝑓! 𝑡 ) 
Nous avons  ∀𝑡 ∈ 𝐼, 𝜑! 𝑡 ≤ 𝑅𝑒 𝑒!!"𝑓! 𝑡 ≤ 𝑒!!"𝑓! 𝑡 ≤ 𝑓! 𝑡 ≤ 𝑓′ ! 
Appliquons maintenant l’inégalité des AF à 𝜑 fonction réelle.  

𝜑 𝑦 − 𝜑(𝑥) ≤ 𝑓′ ! 𝑦 − 𝑥  
Or nous savons que 𝜑 𝑦 − 𝜑(𝑥) = 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥  
Nous avons donc bien 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥 ≤ 𝑓′ ! 𝑦 − 𝑥  
𝑓 est bien une fonction 𝑓′ ! −lipschitzienne sur 𝐼 

Exemple 
Soit 𝑓 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑓 définie sur ℝ. 𝑓! 𝑥 = cos 𝑥. Donc ∀𝑥 ∈ ℝ 𝑓! 𝑥 ≤ 1. 
Appliquons l’inégalité des accroissements finis entre 0 et 𝑥 quelconque.  
Il vient ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓 𝑥 − 𝑓 0 ≤ 1 𝑥 − 0 ≤ 𝑥 ⟹ 𝑠𝑖𝑛𝑥 ≤ 𝑥  
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