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Anneau

Soit A un ensemble muni de deux lois de composition interne « * » et « + »
Le triplet (4, +,%) est un anneau ssi
e (A,+) estun groupe commutatif

Définition e Laloi « * » est associative : V(a,b,c) EA3ax(b*c)=(a*b)*c

e Laloi « * » est distribitive par rapport alaloi « +» :V(a,b,c)€EA3ax(b+c)=a*b+axc

Lorsque la loi « * » admet un élément neutre, 'anneau est appelé anneau unitaire.

Remarque 99% des anneaux que vous étudierez cette année seront des anneaux unitaires.

Exemple (Z, +,*) est un anneau unitaire.

Lorsque la loi « * » est commutative, 'anneau (4, +,*) est dit commutatif. L’anneau (Z, +,*) cité plus

REIETEID haut est donc commutatif.
Soit (4, +,%) un anneau unitaire. Soient a, b, ¢ et d quatre éléments quelconques de cet anneau.
1. En appelant 0 I'élément neutre de (4, +) nous avons a.0 = 0.a = 0
(0 est dit élément absorbant)
2. ax(=b)=—(ab) =(—a) *b
Propriétés 3. (a+b)*(c+d)=a*c+axd+b*c+bxd
0 _
En appelant 1 I'élément neutre de la loi « * ». En définissant a™ par {an+‘f =_a1* a”} il vient
pour p et n entiers naturels quelconques : a™*? = a™ * a? et (a™)? = a™
5. a+a+--a(ntermes) =n=+a
Preuve
1. aa(0+0)=a.0+a.0=a.0=a.0+a.0=a.0—a.0=a.0+a.0—a.0= a.0=0.De méme a gauche.
2. ax(=b)+ab=ax(—b+b)=a.0=0Donca=x*(—b) =—ab
De méme (—a)*b+ab=(—a+a)*b=0xb =0Donc (—a) *b = —ab
3. (a+b)*x(c+d)=(a+b)*c+ (a+b)=d(associativité) =a*xc+b*c+ax*d+ b =*d (associativité)
4. an+p =q * an—1+p — a2 * an—2+p = ...qm * an—n+p =atxqagP
(@) =ax*a..a(nptermes) =a™
5. Par récurrence sur n :

e Sin =0 c’est évident

e Supposonsquea+a+:-a(ntermes) =n+a
a+a+-an+1termes)=a+ [a+a+--al(ntermes) =1lxa+nxa=(1+n)=*a
On procede de méme a droite aveca+a+:--a(n+ 1termes) =ax* (n+ 1).
Donc I'égalité est vraie aussi a l'ordre n + 1

Propriétés

Soit (4, +,%) un anneau commutatif unitaire. V(a, b) € A2, Yn € N
Bindme de Newton : (a + b)" = Xi_o(})a*b™*

Preuve

Par recurrence sur n :

Pour n = 0 c’est évident.
Supposons que (a + b)" = ZZO(Z)a"b”"‘ et essayons de le montrer a l'ordre n + 1

n n
n n
(@+ b)Y = (a+b)(a+b)" =a(a+b)" +b.(a+b)= az () @b + b Z () a*bm
k=0 k=0
(a+ b)Y =37 o(7)a* b + X3 _o(7)akb™* 7k (c'estla que a * b = b * a intervient)
n n

(a + b)n+1 — Z (:) ak+1bn+1—(k+1) + ;) (:) akbn+1—k

k=0
Or Xp_o(F)ak+ipnti=tk+d) — ymid( ™ Yakpm+i=k (On réindice les k)

Donc (a + b)**! = Zzz%(kvjl)akbnﬂ—k + Zzzo(z)akbn+l—k
n

( + b)n+1 — bn+1 +Z n + n kbn+1—k + n+l _ bn+1 +i (n+ 1) kbn+1—k + n+1
¢ L [(k - 1) (k)]a ¢ L\ k @ ¢

(a+ b)) = ¥pt("t)akbmt ik L'égalité est vraie au rang n + 1




Propriété

Soit (4, +,%) un anneau commutatif unitaire. V(a, b) € A2, yn € N
n—-1

a=b"=(a=b) ) akpmik
k=0

Preuve

n-1 n-1 n-1

(a_b)z kbn 1-k _az kbn 1-k bz kbn 1-k _ Z k+1bn—1—k_zakbn—k =Zak+1bn—1—k_zakbn—k

=0 k=0 k=0 k=0
n-1
— Z akbn—k _Z akbn—k =q" —p"
k=1 k=0

Remarque

Nous nous sommes placés dans un anneau commutatif. C'est une hypothése forte. Les deux propriétés
précédentes restent vraies lorsque seuls les éléments a et b commutent.

a=0
Définition | Soit A un anneau unitaire. A est dit intégre lorsque V(a,b) € A%, a*xbh =0 = { ou }

b=0

e L’anneau (Z, +,*) est bien sur integre.

e Pour l'instant il est difficile de rencontrer dans votre vécu de mathématicien un anneau non
integre. Ces ensembles existent pourtant et vous les cotoirez abondamment trés bientot.
Nous allons donc en avance de phase vous en présenter un : Z/47Z que vous reverrez trés
bientét.

Le reste de la division d’'un entier relatif par 4 est 0,1, 2 ou 3.

Donc n’importe quel entier relatif est congru a 0,1, 2 ou 3 modulo 4.

La relation « etre congrus a » est une relation d’équivalence sur Z.

Z peut donc étre compartimenté en 4 classes d’équivalence que nous noterons 0, 1,2 ou 3.

Exemples 8el0car8=4+2+0

—-5€3car—5=4%(-2)+3

Ces quatres classes d’'équivalence {0, 1,2, 3} constituent I'ensemble Z/4Z :

Nous allons maintenant munir cet ensemble de deux lois + et * définies par

V(x,9) € (Z/4Z)? x+7vy = (x+y)etx*y— (x *y)

Parexemple 2+ 3=1et2 x 3= 2

Il vous reste a vérifier que (Z/4Z ,+,x) est un anneau unitaire d’élément neutre 0 pour I'addition
et 1 pour la multiplication.

Et bien cet anneau n’est pas intégre !

Eneffet 22 = 0.

Propriété

Soit (4, +,%) un anneau unitaire. L’ensemble des éléments inversibles pour la loi * noté Inv(A) est un
groupe pour la multiplication.

Preuve

Remarquons que la loi * est une loi de composition interne pour Inv(A)

V(x,y) € (Inv(A))z, x *y est inversible. En effet si x et y sont inversibles, il suffit de construire y=1 x x™1
Nousavons (y txx D x(x*y)=y lx(xlxx)xy=1=(x *xy)*(y Lxx71).

Donc x * y est bien inversible.

1 est inversible. Donc 1 € Inv(A)

La loi * est associative par rapport a I'addition dans (4, +,*) donc aussi dans Inv(4)

Si x € Inv(4) alors x™! € Inv(4). (Son inverse est x)

Exemble e SiA=(Rx*+)alors Inv(4) = (R*,*)

P o Sid=(Zx+)alors Inw(4) = {1;—1}

P Soit (4, +,%) un anneau unitaire. Soit B une partie stable de A pour les lois + et . On dit que B est un sous
Définition , : ;
anneau de A ssi 1, € B et si (B, +,*) est un sous anneau pour les lois + et *.
e (A,+,%) estun sous anneau de (4, +,*)
Exemples e (Z,+,+) estun sous anneau de (Q, +,*) qui est un sous anneau de (R, +,*) qui est un sous
anneau de (C, +,%)




