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Majorants, Minorants.

Préambule Soient A et B deux parties de R
e Ondit que A est majorée ssi AM > 0,Vx € A,x < M. On dit aussi que M est un majorant de A
Définition * Ondit que A est minorée ssi 3m > 0,Vx € A,x = m. On dit aussi que m est un minorant de A
e Ondit que A est bornée ssi 3B > 0,Vx € A, |x| < B. Une partie bornée est une partie a la fois
majorée et minorée.
Exemple Soit A = {%n € N*}. A est minorée par 0 mais aussi par —1
Remarque Un majorant ou un minorant n’est jamais unique. On préférera donc l'article indéfini a I'article défini.
Définition e On appelle plus grand élément de A ou maximum de A tout élément de A qui majore A.
* On appelle plus petit élement de A ou minimum de A tout élément de A qui minore A
Théoréme Si A admet un plus grand élement (ou plus petit) alors il est unique.

Preuve

Soient a et b deux plus grands élements de A.
a majore A donc b < a. b majore Adonc a < b. Il vient a = b.

L’intervalle ]3; 4] admet un plus grand élément. C’est 4.
Remarquons que cet intervalle n’admet pas de plus petit élement. En effet supposons qu’il en ait un

Bl que nous NoOMerons x,. x, € |3; 4] donc x, > 3. Le nombre x02_+3 € ]3; 4] et est strictement inférieur a
x,- Nous sommes donc arrivés a une contradiction, x, ne peut pas étre le plus petit élement de ]3; 4].
Théoréme e Toute partie non vide de N admet un plus petit élement.
(admis) * Tout partie majorée dans N, non vide, admet un plus grand élement.
Bornes sup, inf
Préambule Soient A et B deux parties de R
Définition * Le plus petit des majorants de 4, s’il existe, est appelé la borne supérieure de A et noté sup A
* Le plus grand des minorants de 4, s’il existe, est appelé la borne inférieure de A et noté infA
L’intervalle ]3; 4] admet une borne inférieure qui est 3.
Preuve : 3 est clairement un minorant de A. Supposons qu’il ne soit pas le plus grand des majorants.
Exemple Suppons qu'il existe un réel x tel que x > 3 et x minorant de A. SJ'TX € Aet 3% < x Nous sommes donc
arrivés a une contradiction. x ne peut pas étre un minorant de A.
L’intervalle ]3; 4] posséde donc un plus grand élement qui est 4, ne possede pas de plus petit élement
mais posséde par contre une borne inférieure qui est 3.
Théoréme Si A posséde un plus petit élement alors A posséde une borne inférieure et min A = inf A

Si A posséde un plus grand élement alors A posséde une borne supérieure et maxA = sup A

Preuve

Soit x le plus petit élément de A. Soit M I'ensemble des minorants de A.
* M est non vide puisque x e M
e Vye M,y < x puisque x € M.Donc x est le plus grand élément de M. x est le plus grand des minorants.
min A = infA

Exemple

]13; 4] posséde un plus grand élement qui est 4. On a donc sup ]3; 4] = max]3;4] = 4




Propriétés

On suppose que A et B posseédent tous deux une borne inférieure.
e AcB=infB <infA
* AUB posséde une borne inférieure et inf AUB = Min (infA, inf B)
e SoitA+B={x,x=a+bavecae Aetb € B}. A+ B posséde une borne inférieure.
inf(A + B) = infA + infB
e Soit 1 € R, A4 = {x,x = da avec avec a € A}. AA possede une borne inférieure.
inf(14) = AinfA
Bien entendu nous aurions des résultats similaires si A et B possédaient une borne supérieure.

Preuve

* infB est un minorant de B. A c B. Donc inf B est un minorant de A. inf A est le plus grand des minorants de
A.Donc infB < infA

e Min (infA,infB) < infA et Min (infA,inf B) < inf B Donc Min (infA,inf B) minore A et B.

vx e AUB,x € Aoux € B = x > Min (infA,infB)

Min (inf A, inf B) est donc un minorant de AUB

Soit s un autre minorant de AUB vérifiant s > Min (infA,inf B)

Supposons infA < infB, s > infA donc s ne minorepas A = 3x € A,s > x

Or x € AUB et s minorant de AUB donc x > s. Nous sommes donc arrivés a une contradiction.

e A+B={x,x=a+bavecaceAetbeB}.Va€ Aa=>infAetvb € B,b > infB
Donc V(a,b),a + b = infA + infB.
Vx € A+ B,x = infA + inf B Donc inf A + inf B est un minorant de A + B
Supposons s un autre minorant de A + B vérifiant s > infA + inf B (*)
s —infA > infB Donc s — inf A ne minore pas B.3b € B,b > s —infA
s—b>=s—infBets—infB >infA (¥) Doncs —b > inf A, donc s — b ne minore pas A.

Jae€eAlds—b>a=>s>b+a

Nous sommes arrivés a une contradiction avec s minorantde a + b

e 1A ={x,x = la avec avec a € A}

Va €€ A,a =infA =>Va € A,la = A1infAd

Donc Ainf A est un minorant de 1A.
Remarquons que si 4 = 0,inf(14) = Ainf A est trivial. Nous pouvons donc supposer 1 # 0

Soit s un autre minorant de 14 vérifiant s > Ainf A. Nous avons % > infA

% n’est donc pas un minorant de 4. 3a € A,% >a=s>al
Mais dans ce cas s ne peut pas étre un minorant de 21A. Nous sommes bien arrivés a une contradiction.

Théoréme * Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure
(admis). » Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.
Soity e R™, A, = {x,e* >y}
Nous savons que lim,_, ., e* = +o0 donc 4,, est non vide.
Exemple Nous savons que lim,_,_,, e* = 0 3x,, Vx < x,,e* <y. A, est donc minorée par x,

A,, étant non vide et minorée, nous pouvons en déduire qu’elle admet une borne inférieure.
Cette borne inférieure nous la connaissons, elle est notée Iny




