Trigonométrie. Cours.

Coordonnées d’un point sur le cercle trigonométrique. cosinus et sinus

Définition | La relation de congruence se définit ainsi. Soient x, y, z trois réels. On dit que x est congrus a y modulo z et on
(Rappel) | note x = y[z] si et seulementsi 3k € Z,x =y + kz
o A M
Pour tout nombre réel x, le cosinus et le sinus de x, notés
Définition | 5% et sin x sont les coordonnées du point M, image de x sur le cercle SRRN RN |
trigonomeétrique. On écrit alors M, (cos x ; sin x). o st
A | 0 s s s s
nge 6 4 3 2
1
cos 1 ﬁ E — 0
Exemples 2 2 2
1
sin 0 — E E 1
2 2 2
Pour se convaincre de tels résultats, une simple utilisation du théoréme de Pythagore dans le cercle
trigonométrique devrait faire I'affaire.
x = y[2m] x = y[2m]
Propriétés COSX = COSy & ou sinx =siny & ou
x = —y[2mn] x =1 — y[2r]
Preuve Un simple coup d’ceil au cercle trigonométrique devrait suffire.
"2 " [2n]
X =glem x=—|2nm
Exemple COSX == & COSX = COS— & ou sinx = - & sinx =sin—- & ou
2 3 _ T 2 2 6 57'[
x:—g[n] x:?[ZTF]

Propriété

Vx € R, cos?(x) + sin?(x) = 1

Preuve

Utilisation du théoréme de Pythagore dans le cercle trigopnométrique.

Propriétés

Soit a € R

sin(x + ) = —sinx | sin(m—x) =sinx

T . T .
cos(x +m)=—cosx cos(m—Xx)=—cosx cos x+§ =—sinx cos| — —x | =sinx

- T R "
| sm(x+5)=cosx | SIH(E—X)=COSI

2

Preuve

Ces propriétés se lisent aisément sur le cercle trigonométrique.

Propriétés

cos(x + y) = cosxcos y —sinxsiny (3)

sin(x + y) = sinx cosy + siny cos x (1)

cos(x —y) = cosxcos y + sinxsin y (4)

sin(x —y) = sinx cosy — siny cosx (2)

Preuve

. — (COS X L (COSYy
Soient ¥ (sin x) etv (sin y)'
U.¥ = cosxcos y + sinxsiny = ||[d|| ||¥]| cos(d, V) =
cos(x —y) =cos (y —x) = cos(x —y) =
De méme avec le changement de variable y' = —y
cosxcos y — sinxsin y = cos xcos (—y) +
sinxsin (—y) = cos xcos (y") + sin xsin (y") = cos(x —
y') =cos(x +y) -

T
., (COSX L (sin _[cos (G —Y)
Soient u(sinx) et v(cosi) = v< -z :
sin(; — )
U.¥ = cosx siny + sinx cos y = |[u]|||?]| cos(U, ¥)

/i)
= cos(z—y—x) =sin(y +x) =
De méme avec le changement de variable y' = —y
sinx cosy —cosx siny

=sin(x) cos(—y)

+ cos(x) sin(—y)

=sin(x) cosy’ + cos xsin y' =sin(x

+y) =sin(x—y) -

Propriété

cos(2x) = 2cos?(x) — 1 = cos?(x) — sin?(x)

sin(2x) = 2 sin xcos x

Preuve

cos(2x) = cos(x + x) = cos xcos x —
sinxsin x = cos?(x) — sin*x = cos?(x) — (1 —
cos?(x)) = 2cos?(x) —1 =

sin(2x) = sin(x + x)
= sinxcos x
+ cosxsinx = 2cosxsinx =




Propriété

COSXCOS Y = z [cos(y + x) + cos (x — y)] (5)

T2

sinxsiny = %[cos (x —y) —cos (x +y)] (7)

sinxcos y = %[sin(y + x) + sin (x — y)] (6)

cosxsiny = %[sin(y + x) —sin (x — y)] (8)

)+ @) 4)-03)
Preuve
D)+ ) L-@
+ - + -
cosp + cosq = 2 cos (p q) cos (p q) sin p + sin g = 2sin (p q) cos (p q)
cis 2 2 2 2
Propriété
_ . (ptqy . P—q . . 5. (P9 ptq
cosp—cosq——Zsm( > )sm( > ) smp—smq—Zsm( > )cos( > )

Preuve

Poserp=x+y,q=x-y
(5) nous donne :
P—CI) .

_ ptq
cos(p) + cos (q) = 2cos( > )cos( 3

Posonsq' =g+
cosp — cos q = cos(p) + cos(q + ) = cos(p) +

cos(q") =2cos (%ql) cos (p_Tq’) =

2cos (M + E) cos (ﬂ - E) = —2sin (M) sin (ﬂ) 8
2 2 2 2 2 2

Poserp= x+y,q=x-y
(6) nous donne :
. . .. (btq P—q
sin(p) + sin (q) = 2511’1( > )cos( 5 )
sin(p) — sin (q) = sin(p) + sin(—q)

= 2sin (p;q) cos(p;q) @

Propriété

La fonction cos est paire, 2w périodique.

La fonction sin est paire, 2w périodique.

Vx € R, cos(—x) = cosx.

Vx € R, sin(—x) = — sin x.
Vx € Rsin(2m + x) = sinx

Preuve Vx € Rcos (2m + x) = cosx
Donc la parité et la périodicité sont montrées. Donc la parité et la périodicité sont montrées.
V= COSX ¥ =s5Mnx
: 3 . Tangente en 0 T/ t in
T 2 d'équarion y = x b : 2 2
Courbes ‘ . T /’ r = .
2 . g *
s rgx . sin@ ~ 1—cos@
Propriété lim =1 lim =
6-0 @ 6-0 0
Placons-nous dans le cercle trigonométrique de centre »
0 et de rayon OA. .
L’aire du triangle OBM, est comprise entre 'aire du
secteur angulaire OBC et l'aire du secteur angulaire
OBM, i
o B [
___ . mw(0B)? mlcos?(0) Ocos?*(0
Aire (0BC) = ©0B) o _ © _ ©
o 621{ 0 2
J— n(0A T
Aire (0AM,) = O, _m_°
Preuve 2m 2n 2 0 0
] OB * BMy cos@sinf sinZ sin (_ _)
Aire (OBMy) = 5 = 5 1—c050_c050—c059__ 2 i
Donc o o 9 o
Ocos?(0) cos@sinf 0 sin (7) 2
S =5 = * sin (—)
2 2 2 0
sin8 T 2
cosf < 0 < 050 ,Vo E]O;E[ sin? 0 L 0
. . 2 _ . (2 = . —cosf _ o,
Or lim cos6 = lim — = 1donc lim 32 = 1 él_r)r(l) 9 L }91—1}(1) s (2) 0 donc }915(1) 6 0
6-0* 9—0+ cos b 9-0+ 6 2
y sin@ sin(—0) -1 sin(0) _q
o0 2 = oo 0 - agg+ 6
Donc lim 2~ = lim 2~ = lim =~ = 1=

9—-0— 0 9—-o0t 0 8-0




La fonction cos est dérivable sur R et

La fonction sin est dérivable sur R et

I Vx € R, (cos)'(x) = —sinx Vx € R, (sin)’'(x) = cos x
cos(x + €) — cos(x)
m
€50 £ sin(x + &) — sin(x)
. (2x+¢E\ . (€ m
sin ( > ) sin (7) £50 €
= lim -2 . (€ 2x + ¢
€50 £ sin (7) cos ( 5 )
. (2X+E\ . (€ =lim— 2
sin ( 7 ) sin (7) £-0 &
=lim— . (€ 2x+ ¢
€0 & sin (i) cos (—2 )
2 = lim
Preuve sin(%) £-0 £
Or lim—% = 1 comme vu précédemment, et . 2
&0 3 . sin 5) . 2x+e
.. (2x+e i R . . Orlim—%- =1 etlim cos (—) = cosx
lim sin (T) = sin x par continuité de la fonction sin. >0 - £-0 2

£-0
Il vient lim SS0+8=cos®) _ iy
-0 &
Ce qui prouve la dérivabilité de cos sur R et donne

son nombre dérivé.

2
Donc llmw = COoSX ©
£-0 3

Ce qui prouve la dérivabilité de cos sur R et donne
son nombre dérive.




