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Extension de la dérivée

Soit I un intervalle. Soit a € I et f : I - R une fonction continue sur I et dérivable sur I — {a}
On suppose que f' admet une limite [ € R lorsque x tend vers a.

Théoréme | Alors:
e Sile R, f estdérivable enl.f'(a) =l et f' est continue en a

e Sile {+00; —00} Alors lim,_,, L2T@ _

x—a

Preuve

Soit x € I (x # a) . f étant continue sur [a; x] et dérivable sur ]a; x[ le théoréme des accroissements finis nous dit que :
' ' (x)=f(a)
3c, € la;x[ tel que £(x) — (@) = f'(e)(x — @) = f'(c,) = 22
Lorsque x tend vers a, c, tend aussi vers a. f* admettant une limite [ en a nous avons donc :
X) — a

limM = lim f'(¢c,) =1

x—a X —a xX—-a
Dans le cas particulierou [ € R.
Cela nous renseigne sur le fait que f est dérivable en a. f'(a) = [ et surtout f'(a) = lim f'(x) ce qui nous améne f’

x—a
continue en a.

. 0-0
Soit f: {x - x*sin (%) pour x # 0 }
f est continue sur R. En effet Vx # 0,—1 < sin (%) <1= —x*< x*sin G) < x* = lim,_, x*sin G) =0

En effet lim,_, x* = 0. f est donc continue sur R
Exemple f est bien sur dérivable sur R* comme produit et composée de fonctions dérivables.
vx # 0, f'(x) = 4x3 sin (1) - (iz) x*sin (1) = 4x3 sin (1) —x2sin (1)
X X X X X
Pour les mémes raisons lim,._,, f'(x) = 0.
Nous sommes donc dans les conditions d’application du théoréme.
f est dérivable sur R (et en particulier en 0) et f' continue en 0




