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Dérivabilité
Soient A et g deux fonctions définies sur un intervalle I, soient A et p deux réels.
Théoréme Af +ng) =Af" + g’
Preuve

W +pl+h) - Qf +ug) Ma+h)+ufe+h)—AfC)—pug) _, fa+h) - f@) +Mg(x +h) - g(x)
h h h h
O+ gt O+ g)(e) lim LI ) SE=0@] 5 o) 4 g ()

Donc limy,_,,

Soit f la fonction définie et dérivable sur R** par f(x) = lnx + e*
Exemple F1x) = ~+ o
Théoréme F9)' =f9+49f
Preuve

FPE+M) - (FPE) _fE+Mgh+h) - fgx) _ fr+mgle+h) - fFxr+ Mgt +ge)fx+h) — fF(x)g(x)
h h h
~ +h)g(x+h})l—g(x) g(x)f(x+h]z—f(x)

gEA=9() _ 1), lmf(x+h) SO = £1(); hmf(x+h) f(x); Donc

limy,_,, o
h —_
tim LOEENZIDE _ )50y + grf )

Soit f la fonction définie et dérivable sur IR%"+ par f(x) = e*lnx
Exemple 1
S f'(x) = —+ e*lnx = e"(—+ Inx)

Lorsque g ne s’annule pas

Théoréme ([ ) _flg-df
g g°
Preuve
1[(f _(f _1[fG+h)  f@] _ 1[fa+hg)-ga+h) ] _ 1 ftm)g()-g @+ )] (x
h [(g) ( +h) (g) (x)] T h [g(x+h) g(x)] - h[ gx+h)g(x) T gleth)g(x) [ h ] )

fa+hg) —ge+ M) _ fle+mgl) - fx+ g+ )+ fx+ g +h) - gl + Bf () _
h

h
f(x + h) [Q(X)—fl(X+h)] + g(x + h) [f(x+h;—f(x)]

Dono Jim LEHMI00G®) () (x) + g ()f (o).

Reprenons I'équation (*)}Li_r)% % [(i) (x+h) — (i) (x)] = gzl(x) (GO f'(x) — f)g' (x)).

Inx

Soit f la fonction définie et dérivable sur R** par f(x) = —

Exemple 13 — Inx * e* 1_ lnx
1
X (x ) — e X (; _ lnx)

f') = L ==

Soit f une fonction dérivable de E dans F
Théoréme | Soit g une fonction dérivable de F dans R.
Alors gof est dérivable de E dans R (gof)' = (g'of) * f'

Preuve

Soit x et y deux éléments distincts de E.
Si il existe un intervalle I centré autour de x tel que f est constante alors f'(x) = 0 mais gof est aussi constante sur

cet intervalle donc (gof)’ = 0 eton a bien (gof) = (g'of) = f'
Dans le cas contraire, il existe un intervalle J centré autour de x tel que Vy € J f(y) # f(x)
On peut alors écrire vy e ] gof y)—gof (x) — gof(y)—gof(x) % FO)-fx) (*)

yox f M=-fx) y=x

f est dérivable en x donc lim
y=




f est continue en x donc limf (y) = f(x)
y-x

Il vient en posant z = | lim 8 ®)=907 ) _ 3 9@D=0U ) _ ey
P 2= f O I e ~ AT e 9D

Revenons a (*)
lim gof(y)—gof(x) — gl(f(x)) % fl(x)

yox y—x
Soit £ la fonction définie et dérivable sur R** par f(x) = eV*
Exemple ) eVx
X) =
/ 2Vx

Soit f une fonction bijective et dérivable de E dans F.

LI Si f' ne s’annule pas sur E alors f~1 est dérivable sur F et sa dérivée vaudra (f 1) = ﬁ
Preuve
Nous admettrons la dérivabilité.
La formule de la dérivée s'obtient néanmoins facilement avec fof ™! = Id
vxeF, fof 1(x)=x
Implique d’aprés le théoréme précédent f'(f~1(x)) » (f"1)'(x) = 1
. —1vs _ 1 ’ )
Soit (f~1)'(x) = o) lorsque f' ne s’annule pas.
Détermi I ble de définition, d tinuité et de dérivabilité de la foncti RoR
éterminons I'ensemble de définition, de continuité et de dérivabilité de la fonction f.{x R m}

La fonction x — +x est définie sur R*

Par contre la fonction @ : x - x(1 — x) est définie sur R, continue sur R comme produit et somme de
fonctions continues sur R et dérivable sur R comme produit et somme de fonctions dérivables sur R.

Un rapide travail sur les variation de @ nous ditque ®'(x) =1—-x—x=1-—2x

Donccp’(x)SOpour1—2x§0—>x2%
@ est donc décroissante sur [l ; +oo[ et croissante sur | — oo ; l]
Exemple S 2
® (0)=¢ (1) = 0donc @ est positive sur [0; 1] négative sinon.
Nous en déduisons que I'ensemble de définition de f est [0;1]

La fonction x — v/x est continue sur R* donc f est continue sur [0;1]
La fonction x — +/x est dérivable sur R** donc f est dérivable sur ]0; 1]

Vx E]O;l[f’(x)zé*(l—Zx)
24 x(x — 1)




