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Groupe symétrique

Rappel

Soit E un ensemble muni d’'un nombre fini d’éléments. Toute bijection de E dans E est appelée une
permutation. L’ensemble des permutations de E que I'on note S; est un groupe associé a la loi o (loi de
composition) que I'on appelle groupe symétrique.

Remarque

e Tout ensemble de n éléments étant en bijection avec [1,n] (I'ensemble des entiers naturels
compris entre 1 et n), il est d’'usage plutét que de travailler sur un ensemble quelconque de n
éléments de travailler sur [1,n]. On note alors S,, 'ensemble des permutation sur [1,n]

e Toute permutation de S,, sera représentée par une matrice (2,n). Par exemple la permutation o
de S5 caractérisée par la matrice ci-dessous :

(}1 ; g ;‘ i) vérifie 0(1) = 4; 6(2) = 2; 0(3) = 3; 0(4) = 5; o(5) = 1;

Définition

On appelle support d’'une permutation 'ensemble des entiers dont les images différent des antécédents.

Exemple

Reprenons o de S5 dont le graphe a été donné plus haut. Le support de o noté supp(o) est égal a
{1;4;5}

Définition

Deux permutations dont les supports sont disjoints sont dits disjointes.

Propriété

Deux permutations disjointes commutent.

Preuve

Soient o, et g, deux permutations disjointes.

Soiti € [1,n] eti & supp(ay) U supp(a,). 0,0 0,(i) = 0,(i) =i = 0,(i) = 0,00, (i)
Soiti € [1,n] eti € supp(o;,) (i € supp(a,);0,(i) =ieto, (i) =javecj +#1i)

010 0,(1) = 01(1) =/ ;

0.()) =j = 01.(j) #j = j € supp(o;) =

j & supp(o, ) (car les 2 permutations sont disjointes ) = 0,(j) =j = 0,0 0,(i) = 0,(j) =j

Donc g0 0,(i) = 0,0 g1(i).
Bien entendu le probleme étant symétrique si i € [1,n] et i € supp(o, ) alors on aura aussi ;0 0,(i) = 0,0 (i)
En résumé og; et o, commutent

Soit ¢ une permutation de [1,n] et x € [1,n]. L’orbite de x pour ¢ est notée Orb, (x) et est définie par :

Définition {y € [1,n] tq Ik € Z,y = a¥(x)}
(123 45
e Pour ¢ = (4 5 3 ¢ 1),

Nous avons Orb, (1) = Orb,(4) = Orb,(5) = {1,4,5} ; Orb,(2) = {2} ; Orb,(3) = {3}

Propriété

Soit ¢ une permutation de [1,n]. Soient x et y deux éléments de [1,n]. Notons R la relation définie par
v(x,y) € [1,n]% xRy < y € Orb,(x)
Alors R est une relation d’équivalence sur [1,n]

Preuve

o R estréflexive. Vx € [1,n],x € Orb,(x) car x = a°(x)
e R estsymétrique. V(x,y) € [1,n]? xRy = y € Orby(x) = 3k € Z,y = c*(x) = x = (e D) =c7*(@) =

X € Orb,(y)
xRy Ik €Z,y=0c"x)
e R esttransitive. V(x,y,2) € [1,n]3 { et } = et =z ="M (x) = xRz
YRz Am € Z,z =c"(y)

Propriété

Les orbites de o forment une partition de [1,n]. ( Ce sont des les classes d’équivalence de la relation R)

Exemple | Reprenons I'exemple précédent : [1,5] = {1,4,5} U {2} U {3} = Orb,(1) U Orb,(2) U Orb,(3)
Supposons que g posséde p orbites disjointes.
.... | (Attention une orbite peut avoir une taille égale a 1)
Propriété

Soit 0; , une orbitede ¢ (1 <i < p)etx; € 0;, alors :
Hkl' € N, 1< ki <n, Oi,O' = {xi,a(xi), O'z(xi), aki_l(xi)}. ki est la taille de Oi,u'




Preuve

Considérons A,, = { o™ (x;),m € Z}. A,, < 0;, Donc A,, est de taille fini.
Ik, D) e 7?2 (k =1 tqg o*(x;) = ol (x;) = 0" Ux) = x; = a7 %(xy)
En posant B,, = {m € N tq 6™ (x;) = x;} nous pouvons en déduire que B,; est non vide.
Etant une sous partie de N il admet un plus petit élément que nous nommerons k;
Vy € 0,53k € Ztqy = a*(x;).

Réalisons la division euclidienne de k par k;. k = ak; + raveca € Zet0 <r <k;

y=0"(x) = ot (x;) = 670 0%i(x;) = 0" (x;)
Nous avons donc Vy € O;, ,3r avec 0 <r < k; tel que y = 0" (x;)
Réciproguement nous savons que tout élément de la forme ¢" (x;) appartient a 0, .
Les o7 (x;) sont-ils tout distincts lorsque r décrit [0; k; — 1] ? Supposons que ce ne soit pas le cas.
Soit (y,,y,) € 0,,° avecy; = o™ (x;) ety, =o™(x;) avec0 <1, <k; et0<r <k;

o (x) = 02(x) = 02 (x) = 0(x;) = x;
Supposons que r; — 1, = 0 (si ce n’est pas le cas il suffira de prendre r, — ;)
Nous avons 6™ 2(x;) = x; et 0 < r; —r, < k;. Nous sommes donc arrivés a une contradiction avec la définition de k;.
Les o7 (x;) sont donc tout distincts lorsque r décrit [0; k; — 1].

016 = (x1,0(x), 02 (x), .. a7 (x)}

1 2 3 45

4 2 3 5 1)' orb(1) = {1; o(1);0*(1)}

Exemple | Reprenons I'exemple précédent avec g = (

On appelle p — cycle ou cycle de longeur p toute permutation o telle qu'il existe xy, x, ... x,, distincts dans
Définition | [1,n] pour lesquels o(x;) = x5; 0(x;) = x3;..0(x,) = x;. Six & {x;,%, ...x,} alors o(x) = x
Un tel cycle se note (xy, x3, X3, ... Xp)

La permutation ¢ définie par o = (1,2,3) vérifie 6(1) = 2; 6(2) =3;0(3) = 1letvx ¢ {1,23} o(x) = x

2T C’est donc un 3 — cycle
Un cycle de longeur 2 s’appelle une transposition et se note 7, ; ou (i j
Définition v Setlr s Dl 5 Hile WENEpealis @ Ty Ou (0 J)
(tij(D) =j; 1;() =ietvx ¢ {i,j} 7, ;(x) =x)
Théoré Toute permutation peut se décomposer en produit de cycles deux a deux disjoints. Cette décomposition
éoréeme

est unique a l'ordre des cycles dans la décomposition prés.

Preuve

Montrons d’abord I'existence d’une telle décomposition. Soit ¢ une permutation.
Soient 0,1, 0, ... O, les orbites de o constituant la partition de [1,n].
(La encore une orbite peut étre de taille égale a 1)
Soient x4, x5, ... x,, des éléments de 051,05, ... Og
Comme vu précédemment chaque 0, ; peut se représenter ainsi {x;, a(x;) ,d%(x;), ... o*i"(x;)}avec1<k; <net
I ki=n
yi(x) = o(x)six € 0,
yi(x) = x sinon } )
Remarquons que dans le cas d’'une orbite de taille 1, nous avons y;(x) = a(x) = x

Soit y; la permutation définie par {

yi est un cycle de longueur k; et peut se noter (x;,o(x;),02%(x;), ... o 1(x))
En effet :
o sSix€0,; yi(x)=x
o six€O0,; alorsx =adP(x)avec0 <p <k;— 1. y;(x) =0(x) =a?*(x;)
y; est donc un cycle de longueur k;

Nous avons : ¢ = H}’zl Y

En effet, soit x € [1,n]. 3itqx € O,

Dans ce cas y;(x) = x pour j # i et y;(x) = a(x).

Les y; étant a support disjoints, ils commutent. Nous pouvons donc écrire H?zl Yj = Y0 1'[”1-:1 Y
=D

p 4
[Tre=ve[[rn@=rm=0w
j=1 j=1

=0
Nous avons donc montré que Vx € [1,n] 1‘[5.’:1 yi(x)=o(x) =0=IF_,v:

Montrons maintenant 'unicité d’'une telle décomposition a I'ordre des cycles prés.

I

!
Supposons qu'il existe une deuxiéme décomposition o = [T5_, y;




Soient 01, 0, .... 0y, les supports respectifs disjoints de ces cycles.

Soit x € [1,n]. itqgx € 0, et 3j tq x € O]
Nous avons déja vu que x € 0,; = 0, ; = {x,0(x),d%(x), ...c¥i71(x)}
Nous savons que a(x) = [Ii_, i = yjo[T-,vi (¥) = ¥j(x)
i#j
Doncsip € N,o?P(x) = y]f”(x) = oP(x) € 0;. Tous les membres de 0,; appartiennent a 0;. Donc 0,; © 0}

! k’._
Réciproquement x € 0;. Soit ; la taille du cycle y;. 0; = {x,;(x),y;*(x), ...yj( 0

Ory;(x) = a(x) Donc 0; c 0,4,

()}

Nous avons donc 0; = 0.

0, définit le cycle y; (voire (x)) et 0] définit le cycle y; doncy; =y

A chaque y; de la décomposition o = Hf;ly{ correspond un y; qui lui est égal dans la décomposition

o(x) = H7=1 yj (x). Les yj commutant entre eux, de méme que les y; nous en déduisons que la décomposition est
identique.

i “fini _(1 2
Exemple La permutation ¢ définie par o = (3 c

Propriété | Toute permutation peut se décomposer en un produit de transpositions.

Preuve

Nous avons déja vu que toute permutation peut se décomposer en un produit de cycles.
Tout cycle (x; x, x3 .. xp) peut se décomposer ainsi (x; x; )o(x; x3)0(x3 x4 )0 ... (Xp_1 Xp)
Donc toute permutation peut se décomposer en un produit de transpositions.

Reprenons la permutation o donnée plus haut.

Exemple 6=01346)0(25)=(13)o(34)o(46)0(25)

La décomposition d’'une permutation en produit de transpositions n’est pas unique.

Remarque (123)=(1 202 3)=(2 3)o(1 3)

Pour toute permutation g, nous noterons p(o) le nombre de o — orbites disjointes.
Définition | (Attention, Ia encore une o — orbite étre de taille 1)
Nous appelons signature d’'une permutation le nombre £(g) = (—1)"* #©

1 2 3 45 6 7

354 6 2 17
décomposition en produit de cycles disjoints est égale a (1 3 4 6)o(2 5)o(7).1lyadonc 3

orbites disjointes ce qui nous améne a (o) = (—-1)"3 =1

Exemple e Lasignature de l'identité est égale a (—1)" ™ = (-1)° =1

e Pour une transposition nous avons une orbite de taille 2 et (n — 2) orbites de taille 1.
Donc la signature d’une transposition est égale a (—1)"" =2+ = (—1)

e Pour un cycle de longueur p, nous avons une orbite de taille p et n — p orbites de taille 1. La
signature d’un tel cycle est donc égale a (—1)* [+l = (—1)p-1

e Considérons la permutation ¢ = ( ) dont nous avons vu que la

Propriété | Pour toute permutation o et toute transposition T nous avons e(z0) = —¢&(0)

Preuve

Soient 0,1, 04, ... 05, les orbites de o de taille non réduites a un élément et soit 7 = 7, ; avec (i,j) € [1,n]?
e 1°cas:{ij}n U’;:l O, = 9. i et j correspondent donc a des points fixes de o

to posséde donc une orbite de taille 2 de plus que o et deux orbites de taille 1 en moins. Nous en déduisons

u(o) = u(0) =2+ 1 =pu(0) — 1= &(10) = (=) #0D = (=P~ WO=D = (—1)(-1)"*@ = (-1)e(0)
o 2°mecas:i€E Ule Osp et €& U;’zl Osp- j correspond donc a un point fixe de o

Soit k tel que i € 0, et soit ¢, la taille de cette orbite.

Nous avons 0, = {i,a(i), 0(i), ... o'k *(i)}

Soient ¢y, ¢, ..., ¢, les cycles définis par les orbites 0, 1, 052, ... Oy

(Rappel : ¢, (x) = a(x) six € O,, et c,(x) = x sinon). Nous avons ¢ = c;0c; ....0c,

Nous avons g = ¢;0c; ....0c, = cxo [["j; ¢ = 15500 = 1500 [IV;2; ¢

(k) (k)
700, = D0 o@) o?() .o% @)= i 0@) o*@) .o* (@) =c




o =cpo[l’;=; ¢ . ¢ étant & support disjoint de tous les ¢
(#K)
0 posséd«ja donc un point fixe de moins que ¢ et un nombre d’orbites de taille > 1 égal a celui de .
Nous en déduisons u(zo) = u(o) — 1 = £(10) = (—1)*"®©@-D = _(—1)n~1©@) = _¢(q)
e 3eme cas : (Trés similiaire au deuxieme) i ¢ U'}’zlogyp etj € Uﬁ.’:log,p. i correspond donc a un point fixe de ¢
Soit k tel que j € 0, et soit t, la taille de cette orbite.
Nous avons 0, = {j,a(j), a%(j), .. a**1(j)}
Soient ¢y, ¢, ...., ¢, les cycles définis par les orbites 0, 1, 052, ... Oy
(Rappel : c,(x) = o(x) six € 0, et c,(x) = x sinon). Nous avons ¢ = c;0c; ....0c,
Nous avons g = ¢;0c; ....0c, = cxo [["j; ¢ = 15500 = 1500 [1V;2; ¢
U=kK) =k)
tjoce =@ NG o) o?() o (D) =(i j o() o*() .o%* () =c
o =cpo[l’;=; ¢, ¢ étant & support disjoint de tous les ¢;
(#K)
T0 possédcja donc un point fixe de moins que ¢ et un nombre d’orbites de taille > 1 égal a celui de o.
Nous en déduisons (o) = u(o) — 1 = e(10) = (=) ®#O-D = _(—1)n=(1) = _¢(q)
e 4emecas : i et j appartiennent a la méme orbite 0, de taille t. 0, = {i,0(i),02(), ... o'+ 1(i)}
14 14

0 = €10C;y ....0Cp = €O 1_[ Cj = T;;00 = T;;0C,0 1_[ Cj
j=1 j=1
(k) Gi#k)
1j0c, = (i j) (i o(@®) () ..o% (i)
En appelant i = x;, 0(i) = x5, .... ¢% (i) = x4, _;, Nous avons
T;j0Ck = (1 D(x1 %2 ----xtk—l)
Orjestundes x, avec t;, —1 = [ = 2. Supposons j = x,
(xl xp)( Xy Xz oew Xp oo xtk_l) = X3 e Xpo)(Xp e Xgpoq)
T,;0C, = CxOCy , ci, et ¢ étant deux cycles a support disjoints.
p
T;j00 = C0C} 0 1_[ ¢
j=1
(j#k)
7o possede donc une orbite de plus de taille > 1 que ¢. On en déduit u(to) = u(o) +1 =
£(ro) = (D)MW = — (=1 = —¢(0)
e 5°mecas:i€0,, detaile t, etj €0,, de taille t,.

Op i = {i,0(),0%@), ... a%1(D)}et0,, = {j,a(j),az({)), A (D)

P

0 = €10C; ... 0Cp = €0C[0 | | ¢j = T;;00 = T;j0C,0C;0 | | o

j=1 j=1
(=#k) (j#k)
(=D (=D

7, j0c0¢; = (i N @) o2@) .. 1D o() %() ..o®())
175 j0¢,0¢; = (j i)(i o() a2@) .. atk—l(i))(j a() o%() ..c(j))
7 ;0¢c,0¢; = (i 0(i) o?(@) ... a*71@) NG o) o*¢) ..o"(G))
1 0c00¢ = (i 0(@) 02() ... c%71Q) j () o?()) ..ct()) =c;
Donc ;00 = ¢; 0 17,2, ¢
e
to possede donc une orbite de moins de taille > 1 que ¢. On en déduit u(to) = u(o) -1 = &(to) =

(=) ®@-D = _(—)n-(k©@) = _¢(g)
Dans tous les cas nous avons bien e(t0) = —¢(0)

Propriété ‘ La signature d’un produit de p transpositions est égale a (—1)?

Preuve

Par recurrence :
e Lecasoup=1estévident
e Supposons que si g = [[}_, 7; alors (o) = (—1)?
Soit ¢’ un produit de p + 1 transpositions. ¢’ = Hf:ll T =110 Hf:zl T{ = 7106 ol & est le produit de p
transpositions.
Nous avons donc £(a") = e(1706) = —&(6) = —(—1)? = (=1)P*1




La signature et I'application constante égale a 1 sont les seuls morphismes de groupe allant du groupe

RIS (S,0) vers le groupe ({—1; +1},*) ou S symbolise le groupe des permutations de [1,n].

Preuve

Nous avons déja vu que (S, o) était un groupe dans le chapitre sur les groupes.

Soient g, et g, deux permutations de [1,n]. Nous avons déja vu que toute permutation pouvait se décomposer en un
produit de p transpositions. Supposons que o; se décompose en un produit de p transpositions et o, se décompose en
un produit de m transpositions. o, = [T}, 7; et o, = [T, 7,/

D’aprés la propriété précédente £(a,00,) = e([1, T 0 [T, 7' ) = (—1)™P = (—=1)™(—1)P= &(0y)e(03)

Donc ¢ est bien un morphisme. Nous admettrons l'unicité.

Nous appellerons permutation paire toute permutation dont la signature vaut 1.

e Nous appellerons permutation impaire toute permutation dont la signature vaut 1.

1 2 3 4 5 6 7)

35 46 2 17

Exemple | Nousavonsvuqueo = (13 4 6)o(25)=yoravecy=(1346)ett=(25)
e(@)=eyv)=e()e(@) =D =1

Donc ¢ est une permutation paire.

Reprenons la permutation citée plus haut o = (




