
Intégration. Cours 
 

Propriétés 
Soient 𝑓 et 𝑔  deux fonctions continues sur un intervalle [𝑎, 𝑏] et 𝐹 et 𝐺 leurs primitives sur [𝑎, 𝑏] 

Propriété Linéarité 𝑓 + 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 =!
!  𝑓 𝑥 𝑑𝑥 +!

! 𝑔 𝑥 𝑑𝑥!
!  Pour tout réel 𝜆 , 𝜆𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =!

! 𝜆 𝑓(𝑥)𝑑𝑥!
!  

Preuve 

Si 𝑓 et 𝑔 ont pour primitives 𝐹 et 𝐺 alors 𝑓 + 𝑔 a pour primitive 𝐹 + 𝐺 et 𝜆𝑓 a pour primitive 𝜆𝐹 

𝑓 + 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 =
!

!
[𝐹 + 𝐺]!! = 𝐹 𝑏 + 𝐺 𝑏 − 𝐹 𝑎 − 𝐺 𝑎 = 𝐹 𝑏 − 𝐹 𝑎 + 𝐺 𝑏 − 𝐺 𝑎 = 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 +

!

!
𝑔 𝑥 𝑑𝑥
!

!
 

𝜆𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
!

!
[𝜆𝐹]!! =  𝜆𝐹 𝑏 − 𝜆𝐹 𝑎 = 𝜆 𝐹 𝑏 − 𝐹 𝑎 = 𝜆 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

!

!
 

Exemple (𝑥! + 𝑥!)𝑑𝑥 = 𝑥!𝑑𝑥 + 𝑥!𝑑𝑥 =
!

!

!

!

!

!
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Propriété 
Relation 

De 
Chasles 

Pour tous réels 𝑐,𝑑, 𝑒 de l’intervalle [𝑎, 𝑏] 

𝑓 𝑥 𝑑𝑥
!

!
= 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

!

!
+ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

!

!
 

Preuve 

𝑓 𝑥 𝑑𝑥
!

!
= [𝐹]!! = 𝐹 𝑒 − 𝐹 𝑐 = 𝐹 𝑒 − 𝐹 𝑑 + 𝐹 𝑑 − 𝐹 𝑐 = 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

!

!
+ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

!

!
 

Exemple 

Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ par :  
𝑓 𝑥 = 𝑥 + 2 si − 2 ≤ 𝑥 ≤ 0

2 − 𝑥! si 0 < 𝑥 ≤ 1  

Calculons l’aire du domaine 𝐷 situé sous la courbe C 
 

𝐷 = 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
!

!!
= 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

!

!!
+ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

!

!
 

𝑓 𝑥 𝑑𝑥!
!! = !∗!

!
= 2 𝑢. 𝑎 (Aire du demi carré) 

𝑓 𝑥 𝑑𝑥
!

!
= 2 − 𝑥! 𝑑𝑥 = 2𝑥 −

𝑥!

3 !

!

= 2 ∗ 1 −
1!

3
− 2 ∗ 0 −

0!

3
= 2 −

1
3
=
6
3
−
1
3
=
5
3

!

!
 

𝐷 = 𝑓 𝑥 𝑑𝑥!
!! = 2 + !

!
= !

!
+ !

!
= !!

!
 𝑢. 𝑎  

Propriété	
Soit 𝑓 une fonction réelle définie sur un intervalle [a,b] 

• Si pour tout réel 𝑥 de [𝑎, 𝑏],	𝑓 𝑥 ≥ 0, 	alors	 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≥ 0!
! 	

• Si pour tout réel 𝑥 de [𝑎, 𝑏],	𝑓 𝑥 ≤ 0, 	alors	 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≤ 0!
! 	

Preuve 
𝐹! 𝑥 = 𝑓(𝑥) ; 𝑓 𝑥 ≥ 0 → 𝐹! 𝑥 ≥ 0 donc 𝐹 croissante sur   [𝑎, 𝑏]. 

𝑏 ≥ 𝑎 → 𝐹 𝑏 ≥ 𝐹 𝑎 → 𝐹 𝑏 − 𝐹 𝑎 ≥ 0 → 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≥ 0!
!  

Propriété	
Soit 𝑓 une fonction réelle définie sur un intervalle [a,b] 

Si pour tout réel 𝑥 de [𝑎, 𝑏],	𝑓 𝑥 ≥ 𝑔(𝑥)	alors	 𝑓 − 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 ≥ 0!
! 	

Preuve 

𝑓 𝑥 ≥ 𝑔 𝑥 → 𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 ≥ 0 → 𝑓 − 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 ≥ 0
!

!
 



Exemple 

Montrons que 0 ≤ 𝑒!!!𝑑𝑥 ≤ !!!
!!

!
!   

Pour 𝑥 ≥ 1, 𝑥! ≥ 𝑥 → −𝑥! ≤ −𝑥 → 𝑒!!! ≤ 𝑒!! → 𝑒!!!𝑑𝑥 ≤!
! 𝑒!!𝑑𝑥 →!

! 𝑒!!!𝑑𝑥 ≤!
! −𝑒!! !

! 

→ 𝑒!!!𝑑𝑥 ≤
!

!
− 𝑒!! + 𝑒!! → 𝑒!!!𝑑𝑥 ≤

!

!

1
𝑒
−
1
𝑒! → 𝑒!!!𝑑𝑥 ≤

!

!
 
1
𝑒! (𝑒 − 1) 

Propriété 

Inégalité 
triangulaire 

(valable aussi 
dans le cas  
complexe  ) 

𝑓(𝑥)
!

!
𝑑𝑥 ≤ 𝑓(𝑥)

!

!
𝑑𝑥 

Preuve 

Nous démontrerons cette propriété dans le cas réel et l’admettrons dans le cas complexe plus général.  
∀𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏     − 𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 𝑥  

⟹ − 𝑓 𝑥
!

!
𝑑𝑥 ≤ 𝑓 𝑥

!

!
𝑑𝑥 ≤ 𝑓 𝑥

!

!
 

⟹ 𝑓 𝑥
!

!
𝑑𝑥 ≤ 𝑓 𝑥

!

!
 

Définition 

La valeur moyenne d’une fonction 𝑓 réelle continue sur un intervalle	[𝑎, 𝑏]	est le nombre réel	μ	défini 
par : 

 

µ =
1

b − a
𝑓 𝑥 𝑑𝑥
!

!
 

 


