
 

Loi de composition interne 
Définition Soit 𝐸𝐸 un ensemble. On appelle loi de composition interne sur 𝐸𝐸 toute application de 𝐸𝐸x𝐸𝐸 dans 𝐸𝐸 

Exemple 
• Les lois +,−, ∗, /  sont des lois de composition interne pour ℝ,ℚ et ℂ.  
• La loi − est une loi de composition interne sur ℤ mais la loi / ne l’est pas. En effet  

∀(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ ℤ2, 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ∈ ℤ  par contre 𝑥𝑥
𝑦𝑦
 n’appartient pas toujours à ℤ. (𝑥𝑥 = 2, 𝑦𝑦 = 3) 

Notation Dans le cas général et afin d’éviter les confusions, une loi de composition interne est souvent notée 𝜊𝜊 

Définitions 
On dit d’une loi de composition interne sur un ensemble 𝐸𝐸 qu’elle est :  

• Commutative lorsque ∀(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐸𝐸2 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 
• Associative lorsque ∀(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ 𝐸𝐸3 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦) = (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜊𝜊𝜊𝜊 

Exemple 
• La loi + est une loi commutative dans ℝ. La loi / n’est par contre pas commutative dans ℝ.  
• La loi ∗ est une loi associative dans ℝ. La loi – n’est pas associative dans ℝ.  

∀(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ ℝ3 𝑥𝑥 − (𝑦𝑦 − 𝑧𝑧) = 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧. Par contre (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) − 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 

Définition Un élément 𝑒𝑒 d’un ensemble 𝐸𝐸 est dit élément neutre pour la loi de composition interne 𝜊𝜊, si et 
seulement si : ∀𝑥𝑥 ∈  𝐸𝐸, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝑥𝑥 

Exemples • 0 est l’élément neutre de l’addition dans ℕ 
• 1 est l’élément neutre de la multiplication dans ℝ 

Propriété Soit 𝜊𝜊 une loi de composition interne d’un ensemble 𝐸𝐸. Si 𝜊𝜊 admet un élément neutre 𝑒𝑒 alors il est 
unique.  

Preuve 
Soient 𝑒𝑒 et 𝑒𝑒′ deux éléments neutre de 𝐸𝐸. Nous avons 𝑒𝑒 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒′ = 𝑒𝑒′ 

Définition 

Soit 𝐸𝐸 un ensemble muni d’une loi de composition interne 𝜊𝜊 et d’un élément neutre 𝑒𝑒.  
Soit 𝑎𝑎 un élément de 𝐸𝐸.  
On appelle le symétrique de 𝑎𝑎 et on note 𝑎𝑎−1 (s’il existe) l’élément 𝑏𝑏 de 𝐸𝐸 tel que :  

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑒𝑒 

Exemples 
• Dans ℤ muni de l’addition tout élément 𝑥𝑥 a son symétrique, c’est −𝑥𝑥 
• Dans ℝ muni de la multiplication tout élément non nuel 𝑥𝑥 a son symétrique, c’est 1

𝑥𝑥
.  

Par contre 0 n’a pas de symétrique.  

Propriétés 

Soit 𝐸𝐸 un ensemble muni d’une loi de composition interne 𝜊𝜊 associative et d’un élément neutre 𝑒𝑒.  
1. Soit 𝑎𝑎 un élément de 𝐸𝐸. Si 𝑎𝑎 admet un symétrique 𝑎𝑎−1 alors il est unique.  
2. Si 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏 sont des éléments de 𝐸𝐸 inversibles alors 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 l’est aussi et (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎)−1 = 𝑏𝑏−1𝜊𝜊 𝑎𝑎−1 
3. Soit 𝑛𝑛 ∈ ℕ. Soit 𝑎𝑎  un élément de 𝐸𝐸 inversible. En notant 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑎𝑎 (𝑛𝑛 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓), nous avons :  

(𝑎𝑎𝑛𝑛)−1 = (𝑎𝑎−1)𝑛𝑛 que l’on peut noter 𝑎𝑎−𝑛𝑛 
4. Soit 𝑎𝑎 un élément de 𝐸𝐸. Si 𝑎𝑎 admet un symétrique 𝑎𝑎−1 alors 𝑎𝑎−1 admet aussi un symétrique qui 

est 𝑎𝑎 
Preuve 

1. Soient 𝑏𝑏 et 𝑐𝑐 tels que :  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑒𝑒 
𝑏𝑏 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎) = (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏)𝑜𝑜𝑜𝑜 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝑐𝑐 

2. (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎) 𝜊𝜊  (𝑏𝑏−1𝜊𝜊 𝑎𝑎−1) = 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏−1)𝜊𝜊 𝑎𝑎−1 = 𝑎𝑎 𝜊𝜊 𝑎𝑎−1 = 𝑒𝑒 
Et (𝑏𝑏−1𝜊𝜊 𝑎𝑎−1) 𝜊𝜊(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎) = 𝑏𝑏−1 𝜊𝜊(𝑎𝑎−1𝜊𝜊 𝑎𝑎) 𝜊𝜊  𝑏𝑏 = 𝑏𝑏−1𝑜𝑜𝑜𝑜 = 𝑒𝑒 Donc 𝑏𝑏−1𝜊𝜊 𝑎𝑎−1 = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎)−1 

3. 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝜊𝜊 (𝑎𝑎−1)𝑛𝑛 = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 …𝑎𝑎 )𝑜𝑜(𝑎𝑎−1𝜊𝜊𝑎𝑎−1𝑜𝑜 …𝑎𝑎−1 ) = 𝑒𝑒 de même pour (𝑎𝑎−1)𝑛𝑛 𝜊𝜊 𝑎𝑎𝑛𝑛 
4. Evident 

Définition 
Soit 𝐸𝐸 un ensemble muni d’une loi de composition interne 𝜊𝜊.  
Soit 𝐴𝐴 un sous ensemble de 𝐸𝐸.  
𝐴𝐴 est dit stable pour 𝐸𝐸 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ∀(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐴𝐴2 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈  𝐸𝐸 

Exemples • Si l’on considère l’ensemble ℤ muni de l’addition. ℤ est un sous ensemble stable.  
• Si l’on considère l’ensemble ℝ muni de l’addition. ℝ est un sous ensemble stable.  

Définition 
Soit 𝐸𝐸 un ensemble muni de deux lois de composition interne + et  ∗ 

On dit que ∗ est distributive par rapport à + lorsque ∀(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ 𝐸𝐸3 �𝑥𝑥 ∗
(𝑦𝑦 + 𝑧𝑧) = 𝑥𝑥 ∗ 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥 ∗ 𝑧𝑧

(𝑦𝑦 + 𝑧𝑧) ∗ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 ∗ 𝑥𝑥 + 𝑧𝑧 ∗ 𝑥𝑥� 

Exemples La multiplication est distributive par rapport à l’addition dans ℕ 
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