maths-prepa-sv.fr / mpsi

Partie entiére

Soit x € R, il existe un unique entier m e Z,m < x < m + 1. Cet entier m est appelé partie entiére de x et

Définition est noté |x| ou E(x)

Preuve

e Supposons x > 0 et considérons A, = {n e N,n < x}
A, est non vide puisque 0 € A, et A, est majorée dans R par x
La propriété de la borne supérieure dans R nous donne alors I'existence de sup A,,.
Posons m = sup 4,.. Nous ne sommes a ce stade pas surs que m € N
Supposons que m & N alors il existe un entierpquep <m<p+1

Considérons mTer. Ce nombre est situé entre I'entier situé avant m et m. Il majore donc A, tout en étant strictement
inférieur a m. Cela est contraire a la définition de m. Nous avons donc m € N . Posons maintenant [x] = m. m < x
(déja vu), etbiensurx <m+1(six >m+ 1, onauraitm <m+ 1 < x ce qui entrainerait m + 1 € A, avec m majorant
de A, ce qui n'a pas de sens). Nous avons donc bien montré I'existence de m € Z, telque m < x <m + 1.

e Si x = 0alors m = 0 convient trés bien.

e Six < 0alors —x > 0 donc d’apres le premier point 3m € Z, m < —x < m + 1 ce qui implique

—m — 1< x < —m. Posons p = —m — 1. Nous avons montré 'existence d’un
pelp<x<p+1
* Il reste maintenant a démontrer l'unicité. Supposons deux entiers m et p tels que

m<x<m+1letp <x<p+1lceladonne —p—1< —x < —p soit en additionant les deux lignes m —p —
1<0<m-p+1.Posonsg=m-—p.llvientg—1<0<qg+1

Soitg > —1etq < 1. Celaimpliquegq=00uqg=1.

gq=1=m=p+1Doncsip <x<p+1celaimpliquem—1<x <mornoussavonsquem<x<m+1,
nous sommes donc arrivés a une contradiction.

Il ne reste plus que g = 0 ce qui entraine m = p. L’unicité est donc établie.

Exemple [-3,5]=—4; |26] =2;]1] =1

Exemple d’utilisation de la partie entiere d’'un nombre dans le domaine des suites.

Soit (U,,) définie par U,, = e parait clair que lim,,_,, ,, U,, = 0. A partir de quel rang a-t-on U,, < 0,01
Exemple e < 0,01 = —n? < In(0,01) = n? > —1In(0,01) = n > /—1n(0,01)

Le rang demandé est donc [,/— ln(0,0l)J +1
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Voici ci-contre la courbe de la
fonction partie entiére.
lllustration 3 2 A 0 1 2 3
Cette courbe associe a tout réel x
le nombre |[x] . 1
2
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