
 

Résolution d’équations différentielles du second ordre avec second membre 

Contexte 
A ce stade nous savons donc résoudre les équations différentielles linéaires, homogènes, à coefficients 
constants du type 𝑦!! + 𝑎𝑦! + 𝑏𝑦 = 0 (∗∗). Comment résoudre les équations avec second membre du type :  

𝑦!! + 𝑎𝑦! + 𝑏𝑦 = 𝑓  ∗  avec 𝑓 fonction quelconque dérivable sur un intervalle 𝐼 ? 

Propriété Soit 𝑔 une solution particulière de l’équation ∗ . Alors toutes les solutions ℎ de l’équation ∗  s’écrivent sous 
la forme ℎ = 𝑔 + 𝑙 avec 𝑙 solution de l’équation homogène (∗∗) 

Preuve 
Soit 𝑔 une solution particulière de ∗ . Nous avons 𝑔!! + 𝑎𝑔! + 𝑏𝑔 = 𝑓   
Soit ℎ une solution quelconque de ∗ . Nous avons ℎ!! + 𝑎ℎ! + 𝑏ℎ = 𝑓 
Il vient ℎ − 𝑔 !! + 𝑎 ℎ − 𝑔 ! + 𝑏 ℎ − 𝑔 = 0 donc ℎ − 𝑔 est solution de  (∗∗). Soit 𝑙 une solution de (∗∗).  
Nous avons bien ℎ − 𝑔 = 𝑙⟹ ℎ = 𝑔 + 𝑙 

Remarque 

Il suffit donc de trouver une solution particulière de l’équation avec second membre pour en avoir toutes les 
solutions. Comment trouver une solution particulière ?.  
L’intuition peut nous aider. En effet si 𝑓(𝑥) est de la forme 𝑒!"𝑃(𝑥) alors l’intuition nous commande de 
chercher aussi une solution sous la forme 𝑒!"𝑄(𝑥) avec 𝑄 polynôme. Néammois comment faire dans le cas 
général ? 

Méthode  

Nous allons appliquer la méthode de la variation de la constante. Nous savons que les solutions de 
l’équation homogène s’écrivent toutes 𝑓 = 𝐴𝑓! + 𝐵𝑓!.  𝑓! et 𝑓! sont les solutions dites fondamentales.  
Soit 𝛥 le discriminant de l’équation caractéristique. Rappelons que :  
 

Si 𝛥 > 0 Si 𝛥 = 0 Si 𝛥 < 0 
𝑓 𝑥 = 𝐴𝑒!!! + 𝐵𝑒!!! 𝑓 𝑥 = 𝐴𝑒!!! + 𝐵𝑥𝑒!!! 𝑓 𝑥 = 𝐴𝑒!"cos (𝜔𝑥) + 𝐵𝑒!"sin (𝜔𝑥) 

𝑓! 𝑥 = 𝑒!!! 
𝑓! 𝑥 = 𝑒!!! 

𝑓! 𝑥 = 𝑒!!! 
𝑓! 𝑥 = 𝑥𝑒!!! 

𝑓! 𝑥 = 𝑒!"cos (𝜔𝑥) 
𝑓! 𝑥 = 𝑒!"sin (𝜔𝑥) 

 
Nous allons chercher une solution particulière sous la forme 𝑔 𝑥 = 𝐴 𝑥 𝑓! 𝑥 + 𝐵(𝑥) 𝑓! 𝑥  
𝑔! 𝑥 = 𝐴! 𝑥 𝑓! 𝑥 +  𝐵! 𝑥 𝑓! 𝑥 +  𝐴 𝑥 𝑓!′ 𝑥 +  𝐵(𝑥) 𝑓!′ 𝑥  
A ce stade on impose 𝐴! 𝑥 𝑓! 𝑥 +  𝐵! 𝑥 𝑓! 𝑥 = 0. On a donc 𝑔! 𝑥 = 𝐴 𝑥 𝑓!′ 𝑥 +  𝐵(𝑥) 𝑓!′ 𝑥  
𝑔!! 𝑥 =  𝐴′ 𝑥 𝑓!′ 𝑥 +  𝐵′(𝑥) 𝑓!′ 𝑥 +  𝐴 𝑥 𝑓!′′ 𝑥 +  𝐵(𝑥) 𝑓!′′ 𝑥  
𝑔!! 𝑥 + 𝑎𝑔! 𝑥 + 𝑏𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑥  
⟺    𝐴′ 𝑥 𝑓!′ 𝑥 +  𝐵′(𝑥) 𝑓!′ 𝑥 +  𝐴 𝑥 𝑓!′′ 𝑥 +  𝐵(𝑥) 𝑓!′′ 𝑥 + 𝑎( 𝐴 𝑥 𝑓!′ 𝑥 +  𝐵(𝑥) 𝑓!′ 𝑥 ) + 𝑏(𝐴 𝑥 𝑓! 𝑥

+ 𝐵 𝑥 𝑓! 𝑥 ) = 𝑓(𝑥) 
⟺  𝐴 𝑥 (𝑓!′′ 𝑥 + 𝑎𝑓!′ 𝑥 + 𝑏𝑓! 𝑥 ) + 𝐵 𝑥 (𝑓!′′ 𝑥 + 𝑎𝑓!′ 𝑥 + 𝑏𝑓! 𝑥 ) +  𝐴′ 𝑥 𝑓!′ 𝑥 +  𝐵′(𝑥) 𝑓!′ 𝑥 =  𝑓(𝑥) 
⟺ 𝐴′ 𝑥 𝑓!′ 𝑥 +  𝐵′(𝑥) 𝑓!′ 𝑥 =  𝑓(𝑥) 

On est donc amené à résoudre le système 
𝐴! 𝑥 𝑓! 𝑥 +  𝐵! 𝑥 𝑓! 𝑥 = 0

𝐴′ 𝑥 𝑓!′ 𝑥 +  𝐵′(𝑥) 𝑓!′ 𝑥 =  𝑓(𝑥)  

Exemple 

Nous voulons résoudre l’équation 𝑦!! 𝑥 + 𝑦! 𝑥 − 𝑦 𝑥 = 𝑒!.  
L’équation homogène est 𝑦!! 𝑥 + 𝑦! 𝑥 − 𝑦 𝑥 = 0. Son équation caractéristique est 𝑟! + 𝑟 − 1 = 0 

∆= 𝑏! − 4𝑎𝑐 = 1 + 4 = 5 

𝑟! =
−𝑏 + ∆

2
=
−1 + 5

2
 ; 𝑟! =

−𝑏 − ∆
2

=
−1 − 5

2
 ;   

Les solutions de l’équation homogène sont donc de la forme 𝑓 𝑥 = 𝐴𝑒!!! + 𝐵𝑒!!! 
Avec 𝑓! 𝑥 = 𝑒!!! et 𝑓! 𝑥 = 𝑒!!! ce qui implique 𝑓!′ 𝑥 = 𝑟!𝑒!!!  et 𝑓!′ 𝑥 = 𝑟!𝑒!!! 
Cherchons une solution particulière 𝑔 de l’équation avec second membre avec la méthode de la variation de 
la constante. Posons pour cela 𝑔 𝑥 = 𝐴 𝑥 𝑓! 𝑥 + 𝐵(𝑥) 𝑓! 𝑥  
 

D’après ce que nous avons vu, 𝐴′ et 𝐵′ sont solutions de 
𝐴! 𝑥 𝑓! 𝑥 +  𝐵! 𝑥 𝑓! 𝑥 = 0

𝐴′ 𝑥 𝑓!′ 𝑥 +  𝐵′(𝑥) 𝑓!′ 𝑥 =  𝑓(𝑥)  

Soit 𝐴! 𝑥 𝑒!!! +  𝐵! 𝑥 𝑒!!! = 0
𝐴! 𝑥 𝑟!𝑒!!! +  𝐵! 𝑥 𝑟!𝑒!!! = 𝑒! ⟺ 𝐴! 𝑥 = −𝐵! 𝑥 𝑒 !!!!! !

𝐴! 𝑥 𝑟!𝑒!!! +  𝐵! 𝑥 𝑟!𝑒!!! = 𝑒!
⟺ 

Equations différentielles.  



𝐴! 𝑥 = −𝐵! 𝑥 𝑒 !!!!! !

−𝐵! 𝑥 𝑒 !!!!! !𝑟!𝑒!!! +  𝐵! 𝑥 𝑟!𝑒!!! = 𝑒!
⟺ 𝐴! 𝑥 = −𝐵! 𝑥 𝑒 !!!!! !

−𝐵! 𝑥 𝑒!!!𝑟! +  𝐵! 𝑥 𝑟!𝑒!!! = 𝑒!

⟺ 𝐴! 𝑥 = −𝐵! 𝑥 𝑒 !!!!! !

 𝐵′(𝑥)𝑒!!! 𝑟! − 𝑟!  = 𝑒!
⟺

𝐴! 𝑥 = −𝐵! 𝑥 𝑒(!!!!!)!

 𝐵! 𝑥  =
𝑒!(!!!!)

𝑟! − 𝑟!
⟺

𝐴! 𝑥 = −
𝑒!(!!!!)

𝑟! − 𝑟!

 𝐵! 𝑥  =
𝑒!(!!!!)

𝑟! − 𝑟!

⟺
𝐴 𝑥 = −

𝑒! !!!!

𝑟! − 𝑟! 1 − 𝑟!
+ 𝐾

 𝐵 𝑥  =
𝑒!(!!!!)

𝑟! − 𝑟! (1 − 𝑟!)
+ 𝐿

 

Une solution particulière est donc 𝑔 𝑥 = − !!

!!!!! !!!!
+ !!

!!!!! !!!!
= !!

!!!!!

!
!!!!

− !
!!!!

= !!

!!!! !!!!
 

 

1 − 𝑟! 1 − 𝑟! =
3
2
−

5
2

3
2
+

5
2

=
1
4
9 − 5 = 1 

Une solution particulière est donc 𝑔 𝑥 = 𝑒! ( En même temps les calculs ne font que confirmer ici ce qu’un 
peu d’intuition aurait pu nous amener ) 
 
Les solutions de l’équation différentielle avec second membre sont donc de la forme :  

𝑓 𝑥 = 𝑒! + 𝐴𝑒!!! + 𝐵𝑒!!! 

Théorème 
(admis) 

(Pb de 
Cauchy) 

Soient 𝑎, 𝑏 et 𝑐 trois réels quelconques. Il n’existe qu’une seule solution 𝑓solution d’une équation 
différentielle linéaire du second ordre vérifiant 𝑓 𝑎 = 𝑏 et 𝑓! 𝑎 = 𝑐 

Exemple 

Cherchons les solutions 𝑓  de 𝑦!! 𝑥 + 𝑦! 𝑥 − 𝑦 𝑥 = 𝑒! vérifiant 𝑓 0 = 2 et 𝑓! 0 = 2 
Nous savons que 𝑓 est de la forme : 

𝑓 𝑥 = 𝑒! + 𝐴𝑒!!! + 𝐵𝑒!!! 
𝑓 0 = 2⟹ 1 + 𝐴 + 𝐵 = 2⟹ 𝐴 + 𝐵 = 1 

𝑓! 0 = 2⟹ 1 + 𝐴𝑟! +  𝐵𝑟! = 2⟹ 𝐴𝑟! +  𝐵𝑟! = 1 
𝐴 + 𝐵 = 1

𝐴𝑟! +  𝐵𝑟! = 1 ⟺ 𝐴 = 1 − 𝐵
(1 − 𝐵)𝑟! +  𝐵𝑟! = 1 ⟺ 𝐴 = 1 − 𝐵

(1 − 𝐵)𝑟! +  𝐵𝑟! = 1 ⟺ 𝐴 = 1 − 𝐵
𝑟! +  𝐵(𝑟! − 𝑟!) = 1 ⟺

𝐴 = 1 − 𝐵

𝐵 =
1 − 𝑟!
𝑟! − 𝑟!

⟺
𝐴 = 1 −

1 − 𝑟!
𝑟! − 𝑟!

=
𝑟! − 𝑟! − 1 + 𝑟!

𝑟! − 𝑟!
=
𝑟! − 1
𝑟! − 𝑟!

𝐵 =
1 − 𝑟!
𝑟! − 𝑟!

 

𝑟! − 𝑟! = − 5;  1 − 𝑟! =
3
2
+

5
2
; 1 − 𝑟! =

3
2
−

5
2

 
 

Donc 𝐴 =
!
! !

!
!

! !
= !

! !
− !

!
 et 𝐵 = − !

! !
− !

!
 

La solution est donc 𝑓 𝑥 = 𝑒! + !
! !

− !
!
𝑒!!! +(− !

! !
− !

!
) 𝑒!!! 

  


