Equations différentielles.

Résolution d’équations différentielles du second ordre sans second membre

Contexte

Nous allons maintenant nous intéresser a des équations différentielles linéaires du second ordre du type
y" +ay' + by = f avec a et b coefficients constants et f fonction quelconque réelle.

Nous ne nous intéresserons dans ce chapitre qu’aux fonctions a valeurs réelles.

Comme pour le premier ordre nous allons d’abord concentrer nos efforts sur la résolution de I'équation
homogene (sans second membre) puis passer a la résolution de I'’équation avec second membre.

Définition

Toute équation différentielle linéaire homogéne du second ordre du type y” + ay' + by = 0 admet une
équation caractéristique du type r2 + ar + b = 0

Exemple

L’équation y”' + y + 1 = 0 admet comme équation caractéristique r2+r+1 =10

Remarque

La résolution de cette équation caractéristique va complétement conditionner la résolution de I'équation
différentielle.

Théoréeme

L’équation y"' (x) + ay'(x) + by(x) = 0 (*) admet trois types de solution selon le type de solution de
I'équation caractéristique. Soit 4 le discriminant de cette équation caractéristique. 4 = a? — 4b
1. Si 4 = 0 I'équation caractéristique admet une solution double r,. Les solutions de (*) sont de la
forme y(x) = Be™* + Axe™* ou A et B sont des constantes réelles quelconques.
2. Si 4 > 0I'équation caractéristique admet deux solutions réelles r,et r,. Les solutions de (*) sont de
la forme y(x) = Ae™* + Be™* ou A et B sont des constantes réelles quelconques.
3. Si 4 < 0 I'équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées r et r,. Les

solutions de (x) sont de la forme y(x) = e™(Acos (wx) + Bsin (wx)) ou A et B sont des constantes

P _ a 2 A
réelles quelconques avec r = — 3 et w* =— "

Preuve

e Supposons que 4 = 0 et que I'équation caractéristique admette une solution réelle r. Cherchons les solutions de
(%) sous la forme f(x) = z(x)e™ avec z fonction quelconque deux fois dérivable.
f'(x) =z'(x)e™ +rz(x)e™ =e™[z'(x) +rz (x)] ;
f'x)=z"(x)e™ +rz' (x)e™ +rz’ (x)e™ +r2z(x)e™ = e™[z"(x) + 2r z' (x) + r2z(x)]

f est donc solution de I'équation () ssi f""(x) + af '(x) + bf(x) =0
ssie™[z"(x) +2rz' (x) + r%z(x)] + ae™[z'(x) + r z (x)] + bz(x)e™ =0

SSi

e™[z"'"(x)+z (x)2r+a)+zx)@%2+ar+b)]=0

ssi z'(x)+ 2z (x)2r+a)+zx)@2+ar+b)=0

1.

Dans le cas ol r est solution double, Il vient 72 + ar + b = 0 et 2r + a = 0. Donc f est solution de (*)
ssi z"'(x) = 0 soit z(x) = Ax + B avec A et B réels quelconques.
Les solutions de (*) sont donc de la forme

f(x) = (Ax + B )e™ = Axe™ + Be™ avec A et B réels quelconques.

Dans le cas ol r est une des solutions de I'équation caractéristique. Il vient r?2 + ar + b = 0. Donc f est
solution de (*) ssi z'"(x) + z’' (x)(2r + a) = 0 , c’est-a-dire si z’ est solution de y' + (2r + a)y = 0.
Nous savons résoudre cette équation.
2r+a
flx) =z(x)e™ = [— K K e~ (r+a)x | [ erx

2r+a 2r+a
Rapelons ici que r est une deux solutions de I'équation caractéristique. Appelons la r;
Donc en appelant P la constante —ﬁ, nous pouvons écrire que les solutions de (x) s’écrivent
f(x) = Pe™* + Le™* avec P et L réels quelconques.

Il vient z' (x) = Ke~@r+@* ayec K réel. Cela équivaut a z(x) = — —— e~@™+®x 4 | avec L réel quelconque
e—(2r+a)x +Llem™ =—
Rappelons aussi que dans I'équation caractéristique r2 + ar + b, 1, + r, = —a =1, = —(r; + @)

e Supposons maintenant que 4 < 0. Posons r tel que r = —%. Et cherchons une solution sous la forme
f(x) = z(x)e™. Le calcul établi dans le cas 4 = 0 nous renseigne sur le fait que f est solution de (*)
ssiz'"(x)+z2 (x)2r+a)+zx)@?+ar+b)=0.lcir = —%, nous sommes donc ramenés a résoudre I'équation
z"(x)+ (r®> + ar + b)z(x) = 0.
r?+ar+b=(-)*+ax (_%) +b= ‘14—2—%2+ b= —aTZ+b = —é. Or 4 < 0 donc la quantité —%eststrictement

positive. Posons w? = _%1 ; f est solution de () ssi z”'(x) + w?z(x) = 0. (x*)

Il nous reste maintenant a résoudre cette équation.

Pour cela nous allons démontrer un petit lemme bien utile.

Toute fonction z solution de (xx) vérifiant z(0) = z'(0) = 0 est la fonction nulle.




En effet : 2" (x) + 0?z(x) = 0 & 2" (x)7'(x) + w?z(x)z'(x) = 0 & %(z’z(x) + w2z2(x))' -

& 72'%(x) + w?z%(x) constant. Or z(0) = z'(0) = 0 donc Vx € R z'%(x) + w?z%(x) = z'*(0) + w?2z%(0) = 0
Donc Vx € R,z'(x) = z(x) = 0.Le lemme est démontré.

Nous allons maintenant démontrer que les solutions de (xx) sont de la forme z(x) = Acos (wx) + Bsin(wx)
Remarquons d’abord que si f(x) = Acos (wx) + Bsin(wx) alors f solution de (x*)
f'(x) = —Awsin (wx) + Bwcos(wx) = f"(x) = —Aw?cos (wx) — Bw?sin(wx) = f"(x) + 0?f(x) =0

Posons maintenant f une solution de (*x).

Considérons maintenant la fonction ¢: x - f(x) — f(0) cos( wx) — sm( wx)

Nous pouvons remarquer que ¢’ (x) + w?@(x) = 0 donc ¢ solution de (**). Mais de plus ¢'(0) = ¢(0) =0
Nous en déduisons d’apres le lemme que ¢ est la fonction nulle. Donc

!

Vx € R, f(x) = f(0) cos( wx) + r©

sin( wx)

En conclusion les solutions de (**) sont bien de la forme z(x) = Acos (wx) + Bsin(wx)
Nous avions cherché f solution de (*) sous la forme z(x)e™
Nous en déduisons donc que les solutions de (*) sont de la forme :

f(x) = e™(Acos (wx) + Bsin(wx)) avec A et B réels quelconques, r = —%, W= —‘Zl

Résolvons I'équation y" (x) + y'(x) + y(x) = 0 (xxx)

L’équation caractéristique de cette équationest x> + x+x =0.4=-3.r = —lw= \/E; A < 0donc
Exemple 2 4
Toute solution de (**#) s’écrira donc y(x) = e 2 [Acos (\Ex) + Bsin (\Ex)]
Remarquons d’abord que les solutions de I'équation homogéne s’écrivent toutes f = Af, + Bf,. f; et f, sont
les solutions dites fondamentales.
Soit 4 le discriminant de I'équation caractéristique. Rappelons que :
Remarque SiA>0 Sida=0 Sid<o0
— ApT1X r1X — ApToX Tox f(x) = Ae™cos (wx)
f(x) = Ae™* + Be™ f(x) = Ae™* + Bxe™ NN
filx) = e™* filx) = e™* f1(x) = e"cos (wx)
folx) = e™* fo(x) = xe™ fo(x) = e™sin (wx)
Théoréme
(admis) Soient a, b et ¢ trois réels quelconques. Il n’existe qu’une seule solution fsolution d’'une équation
(Pb de différentielle linéaire, homogene du second ordre vérifiant f(a) = b et f'(a) = ¢
Cauchy)
Déterminons les solutions de I'équation y" (x) + y'(x) + y(x) = 0 vérifiant y(0) = 1ety'(0) = 1
Nous savons que les solutions de I'équation homogéne y”' (x) + y'(x) + y(x) = 0 sont du type
() =ez|A > |+ Bsin| |2
yx)=e cos Zx sin Zx
y0)=1=4=1
,()_1_§A 3 Vi gainl Pallsoloa B 3 )\ug P 3
yx)= 26 coSs 4X sin 4x e 4sm 4x 4'COS 4x
Exemple

') = e > LavB D asin| 1B a4l

y'(x) =e 2|cos 4x ( > 4) sin 4x ( )

"0)=1 1A+B 3 1 ! 1+B 3 =3
= - —_— - | = - — —% - = ——*

Y 2 4 2 4

La solution particuliére de I'équation y"' (x) + y'(x) + y(x) = 0 vérifiant y(0) = 1 et y'(0) = 1 est donc

x 3 3
y(x) =e 2 |cos \/;x +V/3sin \/;x




