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Théoréeme des suites adjacentes

.. Soit (u,,) une suite croissante et (v,,) une suite décroissante. Si lim u, — v, = 0 alors les deux
Théoréme n-+c

suites sont convergentes vers une limite commune . De plus Vvn € N,u, <l < v,

Preuve

e Supposons 3ng tq v, < Up,
(uy,) est croissante donc Vn = ng,u, = u,,
(v,) est décroissante donc Vn = n,, v, < uy,.
Il vient Vn > ng, [u, — v,| = |u,, — vy, | Or cette distance |u,, — v, | est strictement positive, cela vient donc en
contradiction avec lim u, — v, = 0. Nous avons donc Vn € N,u, < v,
n—-+o
e VneNu, <y, (en effet v, < v,) donc (u,) étant croissante et majorée elle converge vers une limite [;
vn € N v, > u, (en effet u,, > u,) donc (v,,) étant décroissante et minorée elle converge vers une limite [,
Dans le cas ou I; # [, nous ne pourrions pas avoir lim u, —v, =0doncl; =1, =1
n—-+o
e (u,) étant croissante, vn = 0, u,, <, (v,) étant décroissante, vyn >0, [ < v,
En ettet supposons le contraire pour (u,).3n, tel que u, > L.
Alors (u,) étant croissante vVn = n,, u, = u,, > l. Cela rentre en contradiction avec lim u, =1
n—-+oo

Le méme raisonnement s’applique a (v,,).
Nous avons donc Vn € Nyu, <[l < v,

Montrons que les deux suites (a,,) et (b,,) définies par :
aO = 1 et bo = 2
puts ., ( Sont ajacentes et déduisons en leur limite commune.

2

2
Ansy =5 — €t byyqg =

Nous allons déja démontrer par récurrence que Yn € N,0 < a, < a1 < b1 < by
Nous appellerons cette affirmation B,

wgw - - +b 2 4
Initialisation : b, = %o+bo

3
=-etg =—=-
2 by 3
Donc 0 < ay < a; < b; < by, P, est vérifié.
Hérédité : Supposons P, vérifiée.

+b
bn+2 = w donc 0 < Anyr < bn+2 < bn+1

2 2
< <

bpt1 bniz  an4r

Donc

=0< Ant1 < Apyo < bn+1

Nous avons donc démontré que 0 < a,,.; < a,4, etque b,., < b, . |l reste a démontrer que :
Anyz < bn+2

b a =p 2 _ An+1 + bn+1 2 % _ An+1 + bn+1 4 _
n+2 — Yn+2 T Uni2 T = — = — =
bn+2 2 Any1 + bpys 2 An+1 + bpys
(an+1+bn+1)*-8 — a®ni1+b®ny1+2ant1bnys—8 — a1 +bZny1—4 — a®ni1+b%ny1—2an41bnygs — (@n+1=bn41)?
2(an+1+bn+1) 2(an+1+bn+1) 2(an+1+bn+1) 2(an+1tbn+1) 2(an+1+bn+1)

Or bpi1 = ani1 > 0= bpyy — Ania > 0= bpyy > Ay
Exemple

Nous avons donc démontré P,,,; a savoir: 0 < a1 < @nys < bpig < by
Nous en déduisons la croissance de (a,) et la décroissance de (b,,)

(ant+1-bnt1)? bp+1—An+1
De plus nous avons vu que b —a == =
P q n+2 n+2 2(an41t+bns1)  2(ant1t+bptr)

. - Yo s bn—
Ce qui au rang inférieur s’écrit b1 — apyq = —2—2* (b, — a, )
2(an+by)

* (bn+1 - an+1)

Soit la suite (w,,) définie par w,, = b,, — a,

b _
0 < 2222 < 1.donC [Wippa| < 2 [Wal = [wal < lwo| = 1

< m w, =0
(an+bn) + n

1
Nous avons donc :

e La croissance de (a,)

e Ladécroissance de (b,,)

o Lefait que nl_lmo b,—a,=0

Nous en déduisons que ces deux suites sont adjacentes. Elles convergent vers une limite commune L.
De I'expression b,,,,a,., = 2, nous déduisons en passant a la limite que 1> = 2 = [ = V2.

(I = —V/2 est inenvisageable car la suite est positive)

Ces deux suites sont donc des méthodes d’approche de /2.







