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Suites et IAF

Théoréme

Soit (u,,) une suite définie par{

Soit f une fonction K —lipschitzienne (avec 0 < K < 1) laissant stable un intervalle I.

ug €1

admettant un point fixe [ € I
Uiy = f(un)} p

Alors lim,,_,, , u,, = [ et la vitesse de convergence est donnée par la suite (K™),en

Preuve

f est K —lipschitzienne donc |f (u,,) — f(D)]| < Kl|u, — l| = |upe1 — U < Klu,, — 1|

lu, =l < Klu,_; — | S K?|lup,_, — | < ... < K™ uy — |

lim, . K™ = 0 donc lim,,,|u, — | =0= lim u, =L
n-+o

L’écart entre u,, et [ étant majoré par K™|u, — l|. La vitesse de convergence de (u,,) sera donc majorée par la vitesse de

convergence de (K™|uy — I)nen

Nous n’avons pas fait appel a I'inégalité des accroissements finis. Pourtant cette inégalité apparait dans
I'entéte de ce document. En quoi va-t-elle nous étre utile ? Elle est tout simplement utile pour montrer que la

Remarque | fonction f est K —lipschitzienne.
Rappel : Si f est dérivable sur un intervalle I et que Vx € I,| f'(x)| < M alors
V(x,y) €14 1f(x) = fO)I < Mlx — y|
Soit défini up =1 R* - R
Exemple oit (u,,)ney définie par {un+1 _ f(un)} avec f: Y- ﬁ .
Etudions I'éventuelle convergence de la suite (u,,)qen
Remarquons tout d’abord que l'intervalle R* est stable par f. Nous en déduisons que la suite
(Up)nen €st bien définie. (six = 0 alors f(x) = 0)
Remarquons maintenant de maniére plus fine que l'intervalle E ; 1] est stable par f
1< <1 3< +1<?2 2> ! > 1>2> >1
- = — = — -= — —
pSr¥sl=gsatlsi=germ2y=1232/0023
U, =§Dochn >1,u, € E ;1]
- + , _ 1 . 1 orr 1
f est dérivable sur R* et f'(x) = e Il vient vx € R* | f'(x)| = REmD
Six € [1;1] alorSEst1=>ESx+1§2=>2$(1+x)254=>i2 t>1
2 2 2 4 9~ (1+x)? 4
1 , 4
Donc Vx € [E ; 1], [ ()] < 5
L’inégalité des accroissements finis nous dit donc que f est 2 —lipschitzienne sur [l ; 1]
Résolution ? z

f admet-elle des points fixes ?

1
f(x)=x=>m=x=>1=x(x+1)=>x2+x—1=0

Ce polyndbme admet un discriminant A= 5

—1+/5 etx, = -1-5

Les racines du polynéme sont donc x; =

x, <0etx; =0,618doncx; € E ; 1]. Il est immédiat de vérifier que réciproquement f(x;) = x;

—1+/5
2

Posons | = x; =

v = 11f ) = FOI S Sl — U = gy — 1 < 2y — 1

2 n
= U <3y — U= =1 < (3) Ty — U=y =1 < (5) Ju =1

4 n-1
lim,,, o (;) Juy = Ul = 0 donc.lim fu, =1/ = 0= lim w, =

. . —-1++/5
La suite est bien convergente et converge vers | = —




