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Théorémes de comparaison pour les suites

Théoréme de
comparaison

Soient (u,) et (v,) deux suites définies sur N. A partir d’un certain rang ny, v,, = u,

si lim u, = 4o alors lim v, = 4+ si lim v, = —oco alors lim u, = —
n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—-+oo
ot + T O T O O B
10| 1 2 3 4 5 6 7 8
9+ + + -+
8-+ + + -2+—+
7+ + + -3+
6+ +—t -4+ + +
5+ + + -5 +—t +
4+ +—t -6+ + +—+
3+—+ + -7 + +
21—+ -8+ +—+
14 g1 : 2
n
f —t—t— -10—+
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Preuve

lim u, = +o0odonc VM > 03N, tq¥n =N, u, = M

n-+o

Or a partir d’'un certain rang v,, = u,, cela implique :
AN, tqVvn = N, v, = u,

Pour n = max (N, N,) Nous avons v, > u, > M
Nous avons bien :

donc VM > 03N; = max( N, N,)tqvn = Ny v, = M
ce qui implique ngrfm v, =+

lim v, = —codonc VM > 03N, tqVn =N, v, < —M

n-+oo

Or a partir d’'un certain rang u,, < v, cela implique :
AN, tqvVn = N, u, < v,

Pour n = max (N;, N,) Nous avons u, < v, < —M
Nous avons bien :

donc VM > 0 3N; = max( N;,N,)tqvn = Ny u,, < —M
ce qui implique nl—i>r-|1—100 Uy = —

Exemple

e On considére la suite (u,,) définie sur N par u,, = n + n?. Soit v, la suite définie sur N par
v, = n. A partir de n = 0 nous avons u, = v,. lim v, = +c donc lim u, =+
n—-+oo n-+oo

e On considére la suite (u,) définie sur N par u,, = —n — % Soit v, la suite définie sur N par

v, = —n. A partir de n = 1 nous avons u, < v,. lim v, = —c0o donc lim u, = —oo
n-+oo n-+o

Soit une suite définie sur N par u,, = q™ (q nombre réel). Dans le cas ou

Propriété e gq>1alors e g=1alors e —-1<g<1 alors * q< —1 alors (u,)
lim u, = o lim u, =1 lim u, =0 r]agimet pas de
note note n—+eo limite.
Preuve
e sig>1lalorsVYM >03aNtgvn=Nu,=> M
Eneffet q" > M = Inq" = InM = ninq = InM :nz%

e sig =1c’est évident
e —1<qg<1 alorsve>03INtqgvn=N |u,|<¢

En effet |q"| < € = In(|q™]) < In(e) = nIn(|q]) < In(e) > n =

In(g)

~ In(lqD
e Sig < —1 cestaussi évident
Thé:réme Soient (u,), (v,) et (w,) trois suites définies sur N telles que & partir d’'un certain rang v, < u,, < w,
= Si lim v, = lim w, = [ (avec [ nombre réel) alors lim u, = I
gendarmes n—+co n-+oo v

Preuve

lim v, = lim w, =ldonc:

n-+oo

n-+oo

Ve>03N;tq Vvn =N, |y, —l|<e = —¢e<vy,—Il<¢

Ve>03N,tq Vn= N, lw, —l|<e=—-e<w,—-1l<¢

Fixons ¢ . Nous savons que IN;tqvn > N; v, — Il <u, -l <w, —1

Donc pour n = max(N;, N,, N;) nous avons —e < v, —l <u, —l <w, — 1 < ¢cequiimplique |u, — | <¢
Et donc nl_l)rIng u, =1




. sp e 2
Soit (u,) définie par u, = 1 — === Nous avons -2 < — 2cosn<2=>—;<——cosn<——=

2 2 2
1——<1——cosn£1+—
n n

lim 1—2= lim 1+——1 donc lim 1——cosn—1

n—+oco n n—-+oo n-+oo
Nous pouvons en déduire que lim 1 — —cosn =1
n-+oo
I
Aulv w
N n n n
P4
1
Sur I'exemple ci-contre on a représente (u,,) T 4 4+ 4 4 n
en bleu, (v,) en rouge, (w,) en vert. 1 £+ f*
=1
-
w4

C’est une application du théoreme des gendarmes. Soit [ un réel et (u,), (v,) deux suites telles que
a partir d'un certain rang |u, — | < v, et hm | Up = 0 alors lim u, =1

n—-+oo

Nous savons que : AN tqvn = NO < |u, —l| <v, .
lim v, = 0 donc une simple application du théoréme des gendarmes pour la suite |u,, — | encadrée par les suites 0

n—-+oo

et v, nous donne lim |u, —Il|=0= lim u, =1
n-+o n-+oo

cos(n?)

Soit (u,) définie paru, =1 +-——

cos(n?) cos(n2)| = fu, — 1] < 1
_— _— n <
n

Nous avons u,, — 1 = = |u,—1| =

lim < = 0 donc d’ aprés le théoreme hm | Uy = 1

n-+oon




