Suites linéaires récurrentes d’ordre 2

Cas complexe

Définition Une suite complexe (u,,) est dite linéaire récurrente d’ordre 2 si et seulement si elle est définie par ses deux
premiers termes u, et u,et une relation de récurrence du type u,,, = au,,, + bu, avec a et b complexes
. P u0:2,u1:3+l . s , y
Exemple | La suite (u,) définie par _ : est une suite complexe linéaire récurrente d’ordre 2.
Untz = —2Upyq + iUy
g tes L’équation caractéristique d’'une suite linéaire récurrente d'ordre 2 du type : u,,, = au,,, + bu, est:
Définition 2
r“ =ar+b
Soit (u,,) une suite linéaire complexe récurrente d’ordre 2, d’équation caractéristique : v = ar + b
e Sil'équation caractéristique admet deux solutions distinctes r; et r;, alors :
Théoreme 31 (4, u) € C*tel que Vn € N,u, = An,™ + un,"
e Sil'équation caractéristique admet une solution double 7, alors :
3! (4, u) € C* tel que Vn € N,u, = Ary"™ + unry™

Preuve

La preuve s’établit par récurrence.

Si I'équation caractéristique admet deux solutions distinctes
r etr,

Si I'équation caractéristique admet une solution double r,

Soit P(n) la proposition : w,, = A" + ur,*
P(0) s’écrituy = A+ u
P(l) S’éCFit ul = /17”1 + H.rz

Nous devons donc résoudre le systéme
suivant d’'inconnues 1 et u :

U= A+ pu
{ul = An + ,LLT'Z}

u=uy—A2A

Uy =An+@Uy—A)n

Uy —ugr, = A(ry —1,). 1, — 1y, # 0 car ry etr, distinctes.

U1 —UgT2 U1 —UpM2 UpT1—Uy

Donc 4 = et u=uyg—A=uy—

-2 r1—T2 r1—Tr2

Donc avec ces deux valeurs P(0) et P(1) sont vérifiées.

Supposons que avec ces deux valeurs P(n) et P(n + 1)
soient vérifiés et montrons qu’alors c’est aussi le cas pour
P(n+2)

Siu, =An" + ury," et upyq = A"t + ur," 1
Alors

Upyz = AUnpyq + buy

=a i, + aur,™! + bAr," + bur,"

= An,"(ar; + b) + ury,"(ar, + b)

Orrn?=ar,+betr,2=ar,+b

DOHC un+2 = /17'1n+2 + [17‘2”+2
P(n + 2) est donc aussi vérifiée.

Nous avons donc bien :
31 (4, ) € C*tel que Vn € N, u, = An™ + un,

Soit P(n) la proposition : u,, = Ary™ + unry"
P(0) s’écrituy, = A
P(l) S’éCFit ul = /17”0 + H.ro

Nous devons donc résoudre le systéme suivant
d’'inconnues A et i :

b %+ o)
Uy = Arg + ur

Ury = Uy — Ary = uy — Ugty. 1y # 0 (cela impliquerait a et b
nuls)

Donc A = u, et y = 200

0
Donc avec ces deux valeurs P(0) et P(1) sont vérifiés.

Supposons que avec ces deux valeurs P(n) et P(n + 1)
soient vérifiés et montrons qu’alors c’est aussi le cas pour
P(n+2)

Siu, = Arg™ + unry" et uy,q = Arg™' + p(n + Vg™t
Alors

Upt2 = AUpyq + bun

=alra™+au(n+ Dry™" " + b Arg™ + bunry™

= Ary™(ary + b) + aunry™?t + aury"t + bunry"

= Ary"(ary + b) + unry™(ary + b) + aury™*?!

n+1

Orary+ b=r,2etr, =§(r0 racine de 2r —a = 0)
DONC Uyyy = ATy" x T2 + unry™ * 152 + 2uryry™t?!

Ungp = A" +p(n + 2)r0n+2
P(n + 2) est donc aussi vérifiée.

Nous avons donc bien :
31 (4, ) € C* tel que Vn € N, u, = Ary" + unry™




Cas réel

Soit (u,,) une suite linéaire réelle récurrente d’ordre 2, d’équation caractéristique : v2 = ar + b
e Sil'équation caractéristique admet deux solutions réelles distinctes r; et r, alors :
3! (4, ) € R? tel que Vn € N,u,, = Ar;™ + unr,"
Théoréme e Sil'équation caractéristique admet une solution double 7, alors :
3! (4, ) € R? tel que Vn € N,u,, = Ary™ + unry"
e Sil'équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées r; = pe'® etr, = pe~¥¢
alors : 3! (4,u) € R? tel que Vn € N,u,, = p™(A cos(nd) + psin(nd) )

Preuve

e Dans les deux premiers cas, la preuve est la méme que dans le cas complexe. Nous ne la referons donc pas.
o Dans le troisieme cas nous savons grace au cas complexe que :
31 (4, ) € C*tel que Vn € N, u, = An,™ + ui"
U, = Apneme + 'upne—ma

Trouvons (A, u) € C? tels que : { o= A+ p }

¥ que : w, = Ape® + upei® |
pefuy —uy
e — pe10

{ Up= A+ p _ie} - {pe“"uo = Ape’ + upe""} - {u(pe“’ — pe™?) = pe'Pu, —ul} _ =
—-i6

u, = Ape® + pupe u, = Ape® + ppe=¥0 u, = Ape® + ppe=t0

A=ugpe™ —u,
ePu, —u efu, —u ePu, —u

_p 0 1 _p 0 1 _ P 0 1

H=""%_ -0 H=""%_ __—id H=""%_ -0
pe pe pe pe pe pe

= i0 = i0 -6 i9 = -6
A pe uo - u1 l uope - uope - pe uO + u1 l u1 - uope

=Uo T pe® — pe-io = pe® — pe-io = pe® — pe-i

Remarque : pe'® — pe~ = —2iIm(ry). Si Im(ry) valait 0 cela signifierait que r, serait réel. Or cela est impossible
par hypothése. Nous pouvons donc bien diviser par pel® — pe~i

_ petPuy—u,
T peif—_pe-if

_ ui—ugpe e

De I'expression nous en déduisons que 4 =

= pelf_pe-if

Nous avons donc u,, = Ar;™ + A" = ApTe™® + Ap™e~"% = 1p™(cos(nd) + i sin(nh)) + Ap™ (cos(nh) — isin(nd))
u, = cos(nd) p™(A + 1) + sin(nd)p™ (il — il)

Enposant A = 1+ AetB = i(1— 1) nous remarquons que ces deux nombres sont réels.

Nous avons bien :
3! (4, B) € R? tel que Vn € N,u,, = p"(A cos(nf) + B sin(nf))

Exercice
Donner sous forme explicite le terme de rang n de la fameuse suite de Fibonnaci (u,,) définie par
Exercice u, =0
Up = Up—q + Uy €L —
u =1
Résolution

L’équation caractéristique d’une telle suite est 2 = r + 1. Ce polyndme du second degré a pour discriminant
A=b%?—4ac=5

_ 148
2

145
\/—etrz—

Ce polyndme admet deux racines réelles r; =
31 (A, 1) € R? tel que Vn € N, u, = Any™ + unry”

1
u0=/1+/1} { 0=2A+u }:>{ —-A=u }:> ="
1

Trouvons les. Pour cela résolvons le systéeme : {
y u, = Ary + un, u, = Ay + ur, 1=A(rn —1)

B (108
1+V5 ( )”]

Nous avons donc Vn € N,u,, = %(rln —-nr") = \/ig [( 3 2




