maths-prepa-sv.fr / mpsi

Matrices

Dans ce chapitre la lettre K désignera indifféremment R ou C. Les lettres n et p désignent des entiers naturels.

Ay1%; + AgpXp + -+ Xy = by
, . . . L Ay X1 + AppXy + - AppXy, = b
Nous avons déja vu qu’un systéme linéaire de n équations a inconnues { 2171 " 72272 ntn T 2
Api1X1 + ApaXy + 0 AppXp = bn
Remarque A1 e Q1 X, b,
pouvait s’écrire sous forme matriciel : AX =BavecA=| . . . |;X=[-]|;B=]|..]
a11 e all xn bn
A étant une matrice carré, la question de son inversibilité se pose et si inversibilité il y a, quelles sont les
conséquences pour le systéme linéaire.

Définition | Un systéme linéaire de la forme AX = B ou A est une matrice carré inversible est dit systtme de Cramer.

Théoréme | Un systéme de Cramer de la forme AX = B admet une solution unique X = A™'B

Preuve

L’existence d’'une telle solution est évidente. Si X = A~'B alors AX = AA"'B =B

Pour prouver 'unicité supposons qu’il existe X; et X, tels que AX; = AX, =B

Nous aurions alors AX; —AX, =0=>AX; —X,) =0, 2 X, — X, =A% 0,, = 0,y 2 X, =X,
(Attention dans la ligne ci-dessus 0,,; désigne la matrice colonne comportant n zéros)

X
Dans le cas particulier ot n = 2 le systéme de cramer (a b) ( ) = (g) admet pour solution unique

c d/\y
Propriéte f b ‘a f
Iesréelsx=|g gety=|fl g
c d c d
Preuve
Le systéme étant de Cramer il admet une solution unique.
A
glg_dl lc g _a(fd—bg) +blag —fc) _ flad —bc) _
|a b |a b|_ ad — bc " ad—-bc
c d c d
A
g d+dC gl _c(fd—bg)+d(ag—fc) g(ad—bc)
|a b |a b|_ ad — bc " ad—bc
c d c d

Une matrice carré est inversible si et seulement si VB € M, ;(K) le systeme AX = B ne possede qu’une

Théoréeme .
seule solution.

Preuve

¢ Nous venons de voire un peu plus haut que si A est inversible alors le le systeme AX = B ne posséde qu’une
seule solution (et cela VB € M, ; (K))

e Réciproquement. Soient B;, B, ... B, les matrices colonnes de la matrice I,,. Les sytémes AX = B,,
AX = B, ... AX = B, ne possédent qu'une seule solution : X;, X, ... X,,. Soit C la matrice consituée des
colonnes X, X, ... X;,. Nous avons AC = I, (¥).
Pour démontrer que CA = I,,, Nous composons a droite (x) par A. ACA=A = A(CA—-1,) = 0,,

Donc les colonnes de CA — I, que nous appelerons Dy, D,, ... D,, vérifient toutes AD; = AD, = ---AD,, = 0,4
Les systemes AD; = 0,,4,AD, = 0,,4, ...AD, = 0,1 Ne peuvent avoir qu’une seule solution. Or 0,,; est déja une
solution a de tels systémes. Nous en concluons que D; = D, = ... D,, = 0, ;.

La matrice CA — I, est donc la matrice nulle ce qui implique CA =1,
Nous avons donc montré que CA=AC=1,=>C =A"!

Trouver la matrice inverse éventuelle d’'une matrice A revient donc a résoudre le systéme AX = B avec B

Remarque
quelconque.




Exemples

1 0 -1 1 0 -1\ /x a
e Considérons la matrice A = (1 -1 0 )et le systéme induit (1 -1 0 )(y) = (b>
1 -1 1 1 -1 1

X—Z=a
Résolvons le systéme { x—y=b }

x—y+z=c
X—z=a xX—z=a x=a+z x=a+c—b>b x=a+c—>b x=a+c—->b
{ xX—y=b }@{x—y=b}®{x—y=b}=}{ x—y=5»b }@{ y=x-—»b }@[y=a+c—2blcequi
X—y+tz=c b+z=c z=c—b z=c—b z=c—b z=c—b
X 1 -1 1\ ,a
matriciellement peut s’écrire (y>=(1 -2 1><b>
z 0 -1 1/ \c

1 0 -1\ /,x a X
N’importe quel systéme de la forme (1 -1 0 )(y) = (b> posséde donc une unique solution (y) =

1 -1 1 z c z
1 -1 1\ ,a 1 -1 1
(1 -2 1) (b) Nous en déduisons l'inversibilité de A et A~ = (1 -2 1)
0 -1 1/ ‘¢ 0 -1 1
1 -1 -1 1 -1 -1\ /x a
e Supposons maintenant que la matrice soit B = (1 -1 0 ) associée au systéme (1 -1 0 )(y) = (b)
1 -1 1 1 -1 1 z c
X—y—z=a
Résolvons le systéme [ x—y=b }
x—y+z=c

X—y—z=a b—z=a z=b—a
{ x—y=b>b } < {x —y= b} = {x —-y= b}. Nous voyons que lorsque b — a # ¢ — b ce systéme n’admet pas
xX—ytz=c b+z=c z=c—b

de solution. Nous en déduisons la non inversibilité de B

Nous avons vu dans une autre fiche que chaque opération élémentaire sur les lignes d’'une matrice
Remarque | revenait a multiplier a gauche par une matrice inversible la méme matrice. Cela nous ouvre une
deuxiéme méthode pour déterminer l'inverse d’'une matrice.

Soit A une matrice carré quelconque.
1. Siil est possible de transformer A en matrice identité a I'aide d’opérations élémentaires sur les
Propriété lignes ou colonnes alors la matrice A est inversible. Le procédé nous permet de trouver A1
2. Siala suite d’'opérations élémentaires sur les lignes ou colonnes de A nous aboutissons a une
matrice non inversible alors A n’est pas inversible.

Preuve

Nous allons nous contenter de démontrer cette propriété pour des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice
A. Dans le cas d’opérations élémentaires sur les colonnes, nous aurions une démonstration complétement symétrique
ou cette fois les multiplications sur la matrice A ne se feraient plus a gauche mais a droite.

1. Considérons Py, P, ... P, les k matrices inversibles relatives aux k transformations qu’il a fallu effectuer sur les
lignes de A pour la transformer en matrice identité. Soit P = P, P, ... P,. Nous avons PA = I,
P(AP —1I,) = PAP — P = P — P = 0 donc toutes les colonnes de AP — I,, sont solutions de PX = 0,,,
P étant inversible (produit de matrices inversibles), un tel systeme est de Cramer et n’admet donc qu’une seule
solution. 0, ; étant une solution évidente nous en déduisons que toutes les colonnes de AP — I, sont nulles.
Nous avons donc AP = PA = I,,. Donc A est inversible et A™ = P

2. Considérons P, P, ... P, les k matrices inversibles relatives aux k transformations qu’il a fallu effectuer sur les
lignes de A pour la transformer en une matrice D non inversible. Soit P = P, P, ... P;. Nous avons PA =D
Si A était inversible le produit PA serait donc lui aussi inversible (P est inversible) et nous serions donc arrivés
a une contradiction. A n’est donc pas inversible.




Remarque

Le caractére inversible d’'une matrice est donc donné par le caractére inversible de la matrice obtenue
aprés diverses opérations élémentaires.

Exemple

-1 1
Reprenons I'exemple des deux matrices précédentes A = (1 -1 0 ) etB = (1
1 -1 1 1
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0 0 1 -1 1
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0 0 1 -1 1
-1 0)e|-1 2 —1|(UyeL,—Lietly+ Ly—1L)
-1 1 -1 1 0
0 O 1 -1 1
1 0)«»(1 -2 1| Ly« —Ly)
-1 1 -1 1 0
00 1 -1 1
1 0]« (1 -2 1| (L3« L,+ Ls)Nous avons réussi a transformer la matrice originelle en matrice
0 1 0 -1 1

1 -1 1
identittetA™*=(1 -2 1

(1
. 1
1
0
0
0

0 -1 1

-1 -1 0o -1 -1

-1 0 |=|0 -1 0 |=(«C+Cy)

-1 1 0o -1 1

-1 -1 1 -1 -1

-1 0

n’est pas inversible donc (1 -1 0
-1 1

) ne I'est pas non plus
1 -1 1




