maths-prepa-sv.fr / mpsi

Matrices

Dans ce chapitre la lettre K désignera indifféremment R ou C. Les lettres n et p désignent des entiers naturels.

On suppose n et p supérieurs ou égaux a 1.

[1,n] x [1,p] » K

On appelle matrice n, p toute application { } . On a coutume de désigner cette

@) - a;
g es Ai,1 - Qup
DX application par un tableau a deux entrées du type ( ) On pourra aussi noter ce tableau
Apq1 = Qun
A= ((ai,j))lsisn. a; ; désigne le nombre situé sur la i-iéme ligne et la j-ieme colonne du tableau.
1sj<
e On appelle M, ,,(K) I'ensemble des matrices n, p a coefficients dans K
e Sin = p on parle alors de matrice carrée. On note alors M,,(K) I'ensemble des matrices carré.
e Sin =1 on parle alors de matrice ligne
Remarques * Sip =1on parle alors de matrice colonne _ . . _
e Dans une matricen,p L; = (%1 - @ip) désigne la i-ieme ligne de la matrice
al‘j
e Dans une matrice n, p C; = < ) désigne la j-iéme colonne de la matrice.
an,j
Définitions On appelle matrice élémentaire de M, ,,(K) la matrice n, p nommée E; ; constituée de 0 sur ses n lignes
et p colonnes sauf a l'intersection de sa i-ieme ligne et j-ieme colonne ou réside un 1.
Soient A = ((ai,j))lsisn etB = ((bi,j))lsisn deux matrices n, p et € R.
1<j<p 1<j<p
L] A+ B =CavecC = ((ci.j))lsisn OL‘J Vi € [[1,Tl]],Vj € [[1,p]], Ci,j = ai‘j + bi,j
Définitions 1sjsp
« 24=DavecD = ((d;)))1zien OU Vi € [1,1],V) € [1,p], dy; = Ay
1<j<p
e A=BssiVie([l,n],vje€[1pl, a;=b
0 0 0
Exemple E,s=(0 0 1
0 0 O
Il n’est pas difficile de constater que toute matrice peut se décomposer a I'aide des matrices
élémentaires.
Remarque 1 2 -3
0 4’ 1 = El,l + 2E1‘2 - 3E1‘3 + 4E2‘2 + E2‘3 + 5E3’3
0 0 5
Soit A une matrice n, p. 4 = ((ai.j))msrl
1<j<p
Définition | On appelle transposée de A et on note ‘A la matrice p, n définie par ‘A = ((bi.j))lsiSp avec
1<js<n
Vi€ |I11 p]];V] € l]:lt n]] bi,j =a;
1 4
Exemple | Soit4 = (1 2 3). tA=2 5
4 5 6
3 6
Soient A = ((ai,j))lsisn etB = ((bi,j))lsisn deux matrices n, p et € R.
1<j<p 1<j<p
Propriétés e ‘(A+B)="A+ B

e QAH=2%4
o« (tA)=4

Preuve

Les preuves sont évidentes. Il suffit de partir du terme général de A : a; ; et du terme général de B : b; ; et déterminer
le terme général de la matrice voulue.




Soit A une matrice.

Définition e A estdite symétrique lorsque ‘A =4
e A est dite antisymétrique lorsque ‘4 = -4

1 2 5 0 2 5
Exemple | A=(2 4 2|estsymétrique.B=(—-2 0 2 |estantisymétrique

5 2 3 -5 -2 0

fites L’ensemble des matrices carrés symétriques a valeurs dans K est noté : §,,(K)
Définition , . - . e \ L
L’ensemble des matrices carrés antisymétriques a valeurs dans K est noté : A4, (K)

Propriété | Toute matrice carrée est la somme d’une matrice symétrique et d’'une matrice antisymétrique

Preuve

Soit A une matrice carrée. Remarquons que ‘A posséde les mémes dimensions que A. Il est donc possible
d’additionner 4 avec ‘A .
Nous pouvons écrire A = ~(A + ‘A) +—-(A— ‘A).
Posons B = %(A + 'A). ‘B =% ‘(A+ t4) = %(A + 'A) = B. Donc B est symétrique.
_lra_ 0t tr _ Lty oty _lrot, _ 1., ¢ - g
Posons € =_(4~ ‘4). ‘=5 (A- *A)=-('A-4)=-2(A~ “4). Donc C est antisymétrique.




