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Matrices

Dans ce chapitre la lettre K désignera indifféremment R ou C. Les lettres n et p désignent des entiers naturels.

Soit A une matrice carrée appartenant a M, (K).
Définition | A est dite inversible lorsqu’il existe une matrice B de M, (K) telle que AB = BA =1,
La matrice B est appelée la matrice inverse de la matrice A. On note B = A~1

Toutes les matrices de M, (IK) ne sont pas inversibles. Certaines le sont, d’autres non
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La matrice A = (3 5 0> a pour inverse la matrice A1 = 110 —%0 —%
Remarque 4 26 z _3 1 /
10 10 20
(je vous propose de le vérifier a la main ou a l'aide d’une calculatrice)
0 0O
La matrice B = (0 0 1) ne possede pas d’inverse.
0 0 O

Propriété | L’inverse d’'une matrice A si elle existe est unique

Preuve

Supposons qu’une matrice A posséde deux inverses B et C
Nousavons B=B I, =B*x(A*C)=B*A)xC=0L,xC=C

Théoréme | L'ensemble des matrices inversibles de M, (IK) est un groupe multiplicatif noté GL,, (K)

Preuve

1. Remarquons d’abord que la loi * est une loi de composition interne pour G L, (K)
Soient A et B deux matrices de GL,(KN).
B '+A)*(A*B)=B1+«(A'«A)«B=B"1+x[,*B=B"1xB =1,
Donc AB est inversible et son inverse est (AB)™ = B 1% A1
2. = estune loi associative et VA € GL, (K), A admet une matrice inverse qui est A™1

Soient 4 et B deux matrices inversibles. Nous avons :
1. (A_l)_l =A

Propriété 2. (AB)'=B1tx471

3. Soitk € N (4F)™t = (4~ H)k

4. (ta) = @Ay

Preuve
1. A V*A=AxA"1=I,donc(4™ ) 1=4
2. Démontré dans la preuve que GL,(K) est un groupe multiplicatif
3. A« (A =A% Ax A % .. A7 =1, donc (A¥)~t = (4"1)*
4. (‘A)x A= [UDA = T =1,
‘AN (A)=TA=@A@D] = =1
Soit A une matrice de M, (K).
e Siune des colonnes de A est combinaison linéaire de ses autres colonnes, alors A n’est pas
Propriété inversible.
e Siune des lignes de A est combinaison linéaire de ses autres lignes, alors A n’est pas
inversible.
Preuve

Soient L,, L, ... L, les lignes de A. L’une d’entre elles, appelons la L; est combinaison linéaire des autres.
Donc 3(ay, @, ... ) (a; étant évité) tel que L; = X=1 axCy

(ki)
(—ay, —ay—az, .. —a;_1,1, =4, .. —an)A =0,
Si A était inversible nous pourrions composer a droite par A~1 il nous resterait
(—ay, —ay—az, .. —a;_1,1,—a4q, ... —ay) = 01, ce qui impliquerait 1 = 0 (contradiction)

Dans le cas ou A posséde une colonne combinaison liméaire des autres, considérons ‘A.
A posséde une ligne combinaison liméaire des autres, elle n’est donc pas inversible. A ne peut donc pas étre
inversible.




o Considérons le cas particulier n = 2
bzl On appelle déterminant d’'une matrice (Z Z) le réel ad — bc que I'on note |Z Z

Toujours dans le cas n = 2

... | Une matrice A = (a b) est inversible si et seulement si |a b| 0
Propriété d c d
Dans ce cas A™! = ( d _b)
|c d| —¢ @

Preuve

e Si A estinversible alors |Z Z| # 0. En effet si |? Z| était nul, cela signifierait que les deux vecteurs colonnes

auraient des valeurs proportionnelles ce qui entrainerait que I'un soit combinaison linéaire des autres et donc
que A ne soit pas inversible.
a b a byfd —-b\_(d -—-byfa b\ _|a b
* Supposons |c d| # 0. (c d) (—c a ) B (—c a )(c d) B |c d l
Donc en posons B = P;b(—dc _ab) ilvient AB=BA=1,=>A"'=B
c d




