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Matrices

o Dans ce chapitre la lettre K désignera indifféremment R ou C. Les lettres i, j,n, p, q,7,s,l désignent des entiers
naturels supérieurs ou égaux a 1. Nous travaillerons dans ce chapitre sur des matrices de M,,(K).
¢ Nous noterons :
- I, la matrice identité
- E;j la matrice ne comportant que des 0 sauf sur la i — ieme ligne et la j — iéme colonne
- D;(1) la matrice diagonale de M, (IK) ne comportant que des 1 sur la diagonale sauf I'élément surla i —
iéme ligne et la i—iéme colonne qui vaut A.
- Pourj:/ti Pi,j:In_EL',L'_Ej,j—}_Ei,j—}_Ej,i
- Pourj * i TL,](A) == I‘I’l +/1EL,]
- L;lalai— iéme ligne d'une matrice et C; la la j — ieme colonne d’une matrice.

Nous appelerons opération élémentaire sur des matrices toute opération consistant a :
e Remplacer une ligne (colonne) par la méme ligne (colonne) multipliée par un scalaire
e Inverser deux lignes (colonnes)
¢ Remplacer une ligne (colonne) par une combinaison linéaire de lignes (colonnes)

Définition

Soit A un scalaire. Soit A = ((ai_]- )) une matrice de M, (K). Remplacer dans cette matrice L, par AL,

Propriété | (; « 21,)revient a multiplier A & gauche par la matrice D, (1). En multipliant & droite on remplace
Ck par ACk (Ck Lo ACk)

Preuve

Nous nous contenterons dans les démonstrations suivantes de donner les preuves sur les opérations sur les lignes et
laisserons au lecteur le soin d’adapter ces preuves aux opérations sur les colonnes. Soit D; (1) = ((di_]- )) etA=

((ai,j ))

Dy(H)A=CavecC = ((ci_,- )) ;

n
Cij = § diay;
=1

Sil#k d;;=0pourl=ietd;; = 1sinon
Sil=k d;;=0pourl+ietd;; = Asinon

Cij = i@y
S| i+k Ci,j = ai‘j
Sii=k c; =Aa,; . Nous avons bien réussi a multiplier la ligne k et seulement la ligne k par 1

Soit A = ((ai,j )) une matrice de M,,(K). Inverser dans cette matrice les lignes L, et L; (L, «» L) revient

Propriété | - - . . s . .
a multiplier A & gauche par la matrice P, ;. En multipliant a droite on inverse C, et C (C, « C;)

Preuve

P.;A=DavecavecD = ((di,}- )) etP = ((pi,j ))

n
dij = Z Dip Ay
=1

Sii#retSii#s d;;j=p;a;;=a;;
Sii=rd,; =prsa:;=ag;

Sii=s ds,j = DsrQrj = Qrj

Nous avons donc bien échangé les lignes L, et Lg

Soit A un scalaire. Soit A = ((ai,j )) une matrice de M,,(K). Remplacer dans cette matrice la ligne L, par

Propriété | | 1 AL (L, « L, + AL;) revient & multiplier A a gauche par la matrice T, s(2) . En multipliant & droite on
remplace C par AC, + C; (Cs + C; + AC,.)

Propriété Preuve

T, (1) A = D avec avec D = ((di_]- )) et T, (1) = ((ti,j ))

n

dij = Z tigay;

=1
S| i#r di,j = ti,iai,j = ai'j
Sii=rd,;=t,a,;tta;;=a,;+ Aag;
Nous avons donc bien remplacé la ligne L, par L, + AL




Soient i et j deux entiers. On appelle symbdle de Kronecker et on note §; ; le nombre égal a 1 sii = j et

Définition | . .
a 0 sinon.
... | Soienti,j, k,l quatres entiers compris entre 1 et n
Propriété E Evi =6 E
i,jErl = OjkLil
Preuve
Posons E; ; = ((em,n)). Posons E; ;E,; = C avec C = ((Cr,s )) ;

n
Crs = Z €rp €ps

p=1

Sir#ialorse.,=0=c¢,s=0
Sis#lalorse,; =0=>¢, ;=0
Sir=iets=1alors

Sik#jcs
Sik=jcs

n
Cip = Z €ip €pl = €i,j€j1 = €,
p=1
= Ci,l =0
= Ci,l =1

Nous avons bien

E;jEx; = 6 E;;

Propriété

Les matrices D;(4) (pour 4 # 0), P; ; et T; ;(1) sont inversibles.

Preuve

Remarquons que pour A # 0, D; (1) D; (%) =D; (%) D;A) =1,
Remarquons que pour i # j P, ;P;; = I,
Posons P, ; = ((pm_n))

n
Prs = Z Drk Pk,s
k=1

lsir=s
0 sinon

1sis=1i s . .
0 sinon } Donc p;; = 1 et les autres éléments sur la ligne i sont nuls.

lsis=j
0 sinon

Sir#ietr #jp.s=DryDrs = Prs = { } Il N’y a que des 1 sur la diagonale.

Sir=1i pys= PijPjs = Pjs = {
Sir=j, brs =DjiPis = Pis = { } Donc p;; = 1 et les autres éléments sur la ligne j sont nuls.
Enréesumé P ;P,; = I,

Remarquons que pour i # j T; ;(DT; j(—=A) = (I, + AE;;)(I, — AE;;) = I, — AE;; + AE;; = I,

De méme T; j(—A) j T; ;(4) = 0 pour les mémes raisons.

Remarque

En résumé nous pouvons dire :
e qu’effectuer une opération élémentaire sur les lignes d’'une matrice revient a la multiplier a
gauche par une matrice inversible.
e qu’effectuer une opération élémentaire sur les colonnes d’'une matrice revient a la multiplier a
droite par une matrice inversible.




