
Matrices   
• Dans ce chapitre la lettre 𝕂𝕂 désignera indifféremment ℝ ou ℂ. Les lettres 𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑛𝑛, 𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑟𝑟, 𝑠𝑠, 𝑙𝑙  désignent des entiers 

naturels supérieurs ou égaux à 1. Nous travaillerons dans ce chapitre sur des matrices de 𝓜𝓜𝒏𝒏(𝕂𝕂).  
• Nous noterons : 

- 𝐼𝐼𝑛𝑛 la matrice identité  
- 𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑗𝑗 la matrice ne comportant que des 0 sauf sur la 𝑖𝑖 − 𝑖𝑖è𝑚𝑚𝑚𝑚 ligne et la 𝑗𝑗 − 𝑖𝑖è𝑚𝑚𝑚𝑚 colonne 
- 𝐷𝐷𝑖𝑖(𝜆𝜆) la matrice diagonale de ℳ𝑛𝑛(𝕂𝕂) ne comportant que des 1 sur la diagonale sauf l’élément sur la 𝑖𝑖 −

𝑖𝑖è𝑚𝑚𝑚𝑚 ligne et la i−𝑖𝑖è𝑚𝑚𝑚𝑚 colonne qui vaut 𝜆𝜆.  
- Pour 𝑗𝑗 ≠ 𝑖𝑖   𝑃𝑃𝑖𝑖,𝑗𝑗 = 𝐼𝐼𝑛𝑛 − 𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑖𝑖 − 𝐸𝐸𝑗𝑗,𝑗𝑗 + 𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑗𝑗 + 𝐸𝐸𝑗𝑗,𝑖𝑖 
- Pour 𝑗𝑗 ≠ 𝑖𝑖   𝑇𝑇𝑖𝑖,𝑗𝑗(𝜆𝜆) = 𝐼𝐼𝑛𝑛 + 𝜆𝜆𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑗𝑗 
- 𝐿𝐿𝑖𝑖 la la 𝑖𝑖 − 𝑖𝑖è𝑚𝑚𝑚𝑚 ligne d’une matrice et 𝐶𝐶𝑗𝑗 la la 𝑗𝑗 − 𝑖𝑖è𝑚𝑚𝑚𝑚 colonne d’une matrice. 

Définition 

Nous appelerons opération élémentaire sur des matrices toute opération consistant à :  
• Remplacer une ligne (colonne) par la même ligne (colonne) multipliée par un scalaire 
• Inverser deux lignes (colonnes) 
• Remplacer une ligne (colonne) par une combinaison linéaire de lignes (colonnes) 

Propriété 
Soit 𝜆𝜆 un scalaire. Soit 𝐴𝐴 = ��𝑎𝑎𝑖𝑖,𝑗𝑗  �� une matrice de 𝓜𝓜𝒏𝒏(𝕂𝕂). Remplacer dans cette matrice 𝐿𝐿𝑘𝑘 par 𝜆𝜆𝐿𝐿𝑘𝑘 
(𝐿𝐿𝑘𝑘 ⇽ 𝜆𝜆𝐿𝐿𝑘𝑘) revient à multiplier 𝐴𝐴  à gauche par la matrice 𝐷𝐷𝑘𝑘(𝜆𝜆). En multipliant à droite on remplace 
𝐶𝐶𝑘𝑘 par 𝜆𝜆𝐶𝐶𝑘𝑘 (𝐶𝐶𝑘𝑘 ⇽ 𝜆𝜆𝐶𝐶𝑘𝑘) 

Preuve 
Nous nous contenterons dans les démonstrations suivantes de donner les preuves sur les opérations sur les lignes et 
laisserons au lecteur le soin d’adapter ces preuves aux opérations sur les colonnes. Soit 𝐷𝐷𝑘𝑘(𝜆𝜆) = ��𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑗𝑗  �� et 𝐴𝐴 =

��𝑎𝑎𝑖𝑖,𝑗𝑗  �� 

𝐷𝐷𝑘𝑘(𝜆𝜆) 𝐴𝐴 = 𝐶𝐶 avec 𝐶𝐶 = ��𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑗𝑗  �� ;  

𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑗𝑗 = �𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑙𝑙

𝑛𝑛

𝑙𝑙=1

𝑎𝑎𝑙𝑙,𝑗𝑗  

Si 𝑙𝑙 ≠ 𝑘𝑘   𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑙𝑙 = 0 pour 𝑙𝑙 ≠ 𝑖𝑖 et 𝑑𝑑𝑙𝑙,𝑙𝑙 = 1sinon 
Si 𝑙𝑙 = 𝑘𝑘   𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑙𝑙 = 0 pour 𝑙𝑙 ≠ 𝑖𝑖 et 𝑑𝑑𝑙𝑙,𝑙𝑙 =  𝜆𝜆 sinon  

𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑗𝑗 = 𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖,𝑗𝑗 
Si 𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘   𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑗𝑗 = 𝑎𝑎𝑖𝑖,𝑗𝑗 
Si 𝑖𝑖 = 𝑘𝑘   𝑐𝑐𝑘𝑘,𝑗𝑗 = 𝜆𝜆𝑎𝑎𝑘𝑘,𝑗𝑗 . Nous avons bien réussi à multiplier la ligne 𝑘𝑘 et seulement la ligne 𝑘𝑘 par 𝜆𝜆 

Propriété Soit 𝐴𝐴 = ��𝑎𝑎𝑖𝑖,𝑗𝑗  �� une matrice de 𝓜𝓜𝒏𝒏(𝕂𝕂). Inverser dans cette matrice les lignes 𝐿𝐿𝑟𝑟  et  𝐿𝐿𝑠𝑠 (𝐿𝐿𝑟𝑟 ⇹ 𝐿𝐿𝑠𝑠) revient 
à multiplier 𝐴𝐴 à gauche par la matrice 𝑃𝑃𝑟𝑟,𝑠𝑠. En multipliant à droite on inverse 𝐶𝐶𝑟𝑟  et  𝐶𝐶𝑠𝑠 (𝐶𝐶𝑟𝑟 ⇹ 𝐶𝐶𝑠𝑠) 

Preuve 

𝑃𝑃𝑟𝑟,𝑠𝑠 𝐴𝐴 = 𝐷𝐷 avec avec 𝐷𝐷 = ��𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑗𝑗  �� et 𝑃𝑃 = ��𝑝𝑝𝑖𝑖,𝑗𝑗  �� 

𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑗𝑗 = �𝑝𝑝𝑖𝑖,𝑙𝑙

𝑛𝑛

𝑙𝑙=1

𝑎𝑎𝑙𝑙,𝑗𝑗 

Si 𝑖𝑖 ≠ 𝑟𝑟  et Si 𝑖𝑖 ≠ 𝑠𝑠   𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖,𝑗𝑗 = 𝑎𝑎𝑖𝑖,𝑗𝑗 
Si 𝑖𝑖 = 𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑟𝑟,𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑟𝑟,𝑠𝑠𝑎𝑎𝑠𝑠,𝑗𝑗 = 𝑎𝑎𝑠𝑠,𝑗𝑗 
Si 𝑖𝑖 = 𝑠𝑠 𝑑𝑑𝑠𝑠,𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑠𝑠,𝑟𝑟𝑎𝑎𝑟𝑟,𝑗𝑗 = 𝑎𝑎𝑟𝑟,𝑗𝑗 
Nous avons donc bien échangé les lignes 𝐿𝐿𝑟𝑟  et  𝐿𝐿𝑠𝑠 

Propriété 
Soit 𝜆𝜆 un scalaire. Soit 𝐴𝐴 = ��𝑎𝑎𝑖𝑖,𝑗𝑗  �� une matrice de 𝓜𝓜𝒏𝒏(𝕂𝕂). Remplacer dans cette matrice la ligne 𝐿𝐿𝑟𝑟 par 
𝐿𝐿𝑟𝑟 +  𝜆𝜆𝐿𝐿𝑠𝑠 (𝐿𝐿𝑟𝑟 ⇽ 𝐿𝐿𝑟𝑟 + 𝜆𝜆𝐿𝐿𝑠𝑠) revient à multiplier 𝐴𝐴  à gauche par la matrice 𝑇𝑇𝑟𝑟,𝑠𝑠(𝜆𝜆) . En multipliant à droite on 
remplace 𝐶𝐶𝑠𝑠 par 𝜆𝜆𝐶𝐶𝑟𝑟 + 𝐶𝐶𝑠𝑠  (𝐶𝐶𝑠𝑠 ⇽ 𝐶𝐶𝑠𝑠 + 𝜆𝜆𝐶𝐶𝑟𝑟) 

Propriété Preuve 

𝑇𝑇𝑟𝑟,𝑠𝑠(𝜆𝜆) 𝐴𝐴 = 𝐷𝐷 avec avec 𝐷𝐷 = ��𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑗𝑗  �� et 𝑇𝑇𝑟𝑟,𝑠𝑠(𝜆𝜆) = ��𝑡𝑡𝑖𝑖,𝑗𝑗  �� 

𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑗𝑗 = �𝑡𝑡𝑖𝑖,𝑙𝑙

𝑛𝑛

𝑙𝑙=1

𝑎𝑎𝑙𝑙,𝑗𝑗 

Si 𝑖𝑖 ≠ 𝑟𝑟  𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑗𝑗 = 𝑡𝑡𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖,𝑗𝑗 = 𝑎𝑎𝑖𝑖,𝑗𝑗 
Si 𝑖𝑖 = 𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑟𝑟,𝑗𝑗 = 𝑡𝑡𝑟𝑟,𝑟𝑟𝑎𝑎𝑟𝑟,𝑗𝑗 + 𝑡𝑡𝑟𝑟,𝑠𝑠𝑎𝑎𝑠𝑠,𝑗𝑗 = 𝑎𝑎𝑟𝑟,𝑗𝑗 +  𝜆𝜆𝑎𝑎𝑠𝑠,𝑗𝑗 
Nous avons donc bien remplacé  la ligne 𝐿𝐿𝑟𝑟 par 𝐿𝐿𝑟𝑟 +  𝜆𝜆𝐿𝐿𝑠𝑠 

maths-prepa-sv.fr / mpsi   



Définition Soient 𝑖𝑖 et 𝑗𝑗 deux entiers. On appelle symbôle de Kronecker et on note 𝛿𝛿𝑖𝑖,𝑗𝑗 le nombre égal à 1 si 𝑖𝑖 = 𝑗𝑗 et 
à 0 sinon.  

Propriété Soient 𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 quatres entiers compris entre 1 et 𝑛𝑛 
𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑗𝑗𝐸𝐸𝑘𝑘,𝑙𝑙 = 𝛿𝛿𝑗𝑗,𝑘𝑘𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑙𝑙 

Preuve 

Posons 𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑗𝑗 = ��𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛��. Posons 𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑗𝑗𝐸𝐸𝑘𝑘,𝑙𝑙 =  𝐶𝐶 avec 𝐶𝐶 = ��𝑐𝑐𝑟𝑟,𝑠𝑠 �� ; 

𝑐𝑐𝑟𝑟,𝑠𝑠 = �𝑚𝑚𝑟𝑟,𝑝𝑝

𝑛𝑛

𝑝𝑝=1

𝑚𝑚𝑝𝑝,𝑠𝑠 

Si 𝑟𝑟 ≠ 𝑖𝑖 alors 𝑚𝑚𝑟𝑟,𝑝𝑝 = 0 ⇒ 𝑐𝑐𝑟𝑟,𝑠𝑠 = 0 
Si 𝑠𝑠 ≠ 𝑙𝑙 alors 𝑚𝑚𝑝𝑝,𝑠𝑠 = 0 ⇒ 𝑐𝑐𝑟𝑟,𝑠𝑠 = 0 
Si 𝑟𝑟 = 𝑖𝑖 et 𝑠𝑠 = 𝑙𝑙 alors  

𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑙𝑙 = �𝑚𝑚𝑖𝑖,𝑝𝑝

𝑛𝑛

𝑝𝑝=1

𝑚𝑚𝑝𝑝,𝑙𝑙 = 𝑚𝑚𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑚𝑚𝑗𝑗,𝑙𝑙 = 𝑚𝑚𝑗𝑗,𝑙𝑙 

Si 𝑘𝑘 ≠ 𝑗𝑗 𝑐𝑐𝑟𝑟,𝑠𝑠 = 𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑙𝑙 = 0 
Si 𝑘𝑘 = 𝑗𝑗 𝑐𝑐𝑟𝑟,𝑠𝑠 = 𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑙𝑙 = 1 
Nous avons bien  

𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑗𝑗𝐸𝐸𝑘𝑘,𝑙𝑙 = 𝛿𝛿𝑗𝑗,𝑘𝑘𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑙𝑙 

Propriété Les matrices 𝐷𝐷𝑖𝑖(𝜆𝜆) (pour 𝜆𝜆 ≠ 0),𝑃𝑃𝑖𝑖,𝑗𝑗 et 𝑇𝑇𝑖𝑖,𝑗𝑗(𝜆𝜆) sont inversibles.  

Preuve 

• Remarquons que pour 𝜆𝜆 ≠ 0,𝐷𝐷𝑖𝑖(𝜆𝜆)𝐷𝐷𝑖𝑖 �
1
𝜆𝜆
� = 𝐷𝐷𝑖𝑖 �

1
𝜆𝜆
�𝐷𝐷𝑖𝑖(𝜆𝜆) = 𝐼𝐼𝑛𝑛 

• Remarquons que pour 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗 𝑃𝑃𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑃𝑃𝑖𝑖,𝑗𝑗 = 𝐼𝐼𝑛𝑛 
Posons 𝑃𝑃𝑖𝑖,𝑗𝑗 = ��𝑝𝑝𝑚𝑚,𝑛𝑛��   

𝑝𝑝𝑟𝑟,𝑠𝑠 = �𝑝𝑝𝑟𝑟,𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑝𝑝𝑘𝑘,𝑠𝑠 

Si 𝑟𝑟 ≠ 𝑖𝑖 et 𝑟𝑟 ≠ 𝑗𝑗 𝑝𝑝𝑟𝑟,𝑠𝑠 = 𝑝𝑝𝑟𝑟,𝑟𝑟𝑝𝑝𝑟𝑟,𝑠𝑠 = 𝑝𝑝𝑟𝑟,𝑠𝑠 = �1 𝑠𝑠𝑖𝑖 𝑟𝑟 = 𝑠𝑠
0 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑠𝑠𝑛𝑛 �. Il n’y a que des 1 sur la diagonale.  

Si 𝑟𝑟 = 𝑖𝑖, 𝑝𝑝𝑟𝑟,𝑠𝑠 = 𝑝𝑝𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑝𝑝𝑗𝑗,𝑠𝑠 = 𝑝𝑝𝑗𝑗,𝑠𝑠 = �1 𝑠𝑠𝑖𝑖 𝑠𝑠 = 𝑖𝑖
0 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑠𝑠𝑛𝑛 �. Donc  𝑝𝑝𝑖𝑖,𝑖𝑖 = 1 et les autres éléments sur la ligne 𝑖𝑖 sont nuls.  

Si 𝑟𝑟 = 𝑗𝑗, 𝑝𝑝𝑟𝑟,𝑠𝑠 = 𝑝𝑝𝑗𝑗,𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖,𝑠𝑠 = 𝑝𝑝𝑖𝑖,𝑠𝑠 = �1 𝑠𝑠𝑖𝑖 𝑠𝑠 = 𝑗𝑗
0 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑠𝑠𝑛𝑛 �. Donc  𝑝𝑝𝑗𝑗,𝑗𝑗 = 1 et les autres éléments sur la ligne 𝑗𝑗 sont nuls.  

En résumé 𝑃𝑃𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑃𝑃𝑖𝑖,𝑗𝑗 = 𝐼𝐼𝑛𝑛 
 

• Remarquons que pour 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗 𝑇𝑇𝑖𝑖,𝑗𝑗(𝜆𝜆)𝑇𝑇𝑖𝑖,𝑗𝑗(−𝜆𝜆) = �𝐼𝐼𝑛𝑛 + 𝜆𝜆𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑗𝑗��𝐼𝐼𝑛𝑛 − 𝜆𝜆𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑗𝑗� = 𝐼𝐼𝑛𝑛 − 𝜆𝜆𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑗𝑗 + 𝜆𝜆𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑗𝑗 = 𝐼𝐼𝑛𝑛 
De même 𝑇𝑇𝑖𝑖,𝑗𝑗(−𝜆𝜆) 𝑗𝑗 𝑇𝑇𝑖𝑖,𝑗𝑗(𝜆𝜆) = 0 pour les mêmes raisons.  

Remarque 

En résumé nous pouvons dire : 
• qu’effectuer une opération élémentaire sur les lignes d’une matrice revient à la multiplier à 

gauche par une matrice inversible.  
• qu’effectuer une opération élémentaire sur les colonnes d’une matrice revient à la multiplier à 

droite par une matrice inversible.  
 


