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Théorémes de Bezout

C’est la relation de Bezout dans sa forme la plus générale. Soient a et b deux entiers relatifs. Alors il

RESELISEE existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv = aAb

Preuve

La preuve s’appuie sur I'algorithme d’euclide dit étendu.

Restreignons nousaucasou 0 <b <a

Nous avons déja montré I'existence de deux familles (ry, 1y, 175 ...7y) €t (g2, g3 - qn—1) telles que :
e les premiers termes sont définis par : (r,,7,) = (a,b) avec q, définipara =bq, + 1, &1y =19, + 1,
e Larelation de récurrence s’écrit 1, = 14 1Qk42 + T4z @VEC 0 < 14y < T

Nous rappelons ici I'existence d’un N tel que ry = 0. (voire démonstration PGCD)

Définissons deux suites (Uy) o<k<nv © (Vi) o<ken

Ueir = Uy, — U
Telles que (Uy, Vy) = (1,0) et (Uy, V) = (0,1) et{ k2 = Uk = dier k+1}
Vieso = Vie = Qis2Viess

Nous allons montrer que Vvntq 0 <n < N alors alU,, + bV, =1,
Par récurrence :
Procédons d’abord a l'initialisation :
alUy+bVy=a=r,
{aUl +bV; =b = rl}
Hérédité :
aU, + bV, =1,
Uiy + bViy1 = Tieqq
aUpsz + bVisa = a(Uy — Qis2Uk+1) + DV — Gies2Vierr)
& aUpyy + bViy, = aUy + bV — qiei2(aUsy1 + bViyq)
S Uiz +bVigs = 1 — Qryz(Tier1) = Tierz

Supposons { } alors nous avons :

Il suffit maintenant d’appliquer cette formule pour k = N — 1
alUy_q + bVy_y =ry_, donc aAb = ry_; = alUy_; + bVy_; Nous avons trouvé notre u et notre v.

Dans le cas ou 0 < a < b il suffit de permuter les rles de a et de b dans la démonstration précédente et le tour est
joué. Dans le cas ou b = a.Nous avons aAb = a et il parait clairque 2a —a =a

Il nous reste a élargir la démonstration au cas ou a ou b seraient négatifs.

Supposons que ce soit a. Rétablissons la démonstration sur —a

Il existe deux entiers relatifs u et v tels que (—a)u + bv = (—a)Ab soit a(—u) + bv = aAb (car (—a)Ab = a Ab). La
encore 'existence de ces deux entiers relatifs est démontrée. Par symétrie le cas ou b serait négatif est démontré
aussi.

Déterminons dans un premier temps le PGCD de 255 et 141
255 =1x141+114
141 =1x 114 + 27
114 =4x27+6

27=4%X6+3

6=2%x34+0
Nous avons donc PGCD(255,141) = 3
3=27—-4%6

Exemple | 5 _ o7 _ 4. (114—4+27)

3=27—-4%114+27+16
3=17%27 — 4114
3=17%(141—-114) — 4« 114
3=17+141-21%114

3=17 %141 — 21 % (255 — 141)
3=141(17 4+ 21) — 21 * 255

3 =141%38— 21255

Attention ce couple (u, v) n’est pas unique.
Remarque | En effet si au lieu de 38 et de —21 nous proposons 38 + k * 255 et —21 — k * 141 avec k entier relatif
alors 141(38 + k * 255) — 255(21 + k * 141) = 141 %38 — 255+ 21 =3




Généralisons la propriété précédente.
Théoreme | Soient a4, a,, ... a, n entiers relatifs alors il existe u,,u,, ... u, entiers relatifs tels que
uaq +uya, + - uya, = aida, ... Aa,

Preuve

Par récurrence. Dans le cas n = 2 c’est déja démontré.
Supposons que ce soit vraidanslecas n =p
div (allla2 ..../lap+1) =div(a,) N div(ay) N ... div(apH) = {div(al) N div(ay) N ... div(ap)} n div(apH)
Donc a;Aa, ... Aayy = (al/la2 ..../1al,)/lap+1
La relation de Bezout dans le cas de deux nombres nous donne donc I'existence de u et v entiers naturels tels que
ahay ... Aay = u(allla2 ....Aap) +va,,
Drapres I'hypothese de récurrence a;Aa, ... Aay, = uya; + uza, + -+ upa,
llvient a;Aa, ... Aay,; = u(ula1 + uya, + - upap) + vap = Ul ag + Ulay + o+ UURA, + VA
L’hérédité est donc démontrée.

Nous avons 1842746 = 3

18427 =9
9=1+27-1+18
Exemple 946 = 3

3=1%9—-1%x6=1+1%27—1%18)—1x6=1%27—1%x18—-1%6
L’existence de trois entiers u, v, w tels que 3 = 18u + 27v + 6w est donc démontrée.




