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Théoréme Bolzano Weierstrasse

De toute suite réelle bornée il est possible d’extraire une suite convergente. Autrement dit toute suite

Théoréme A . , ,
réelle bornée admet une valeur d’adhérence.

Preuve

— e e e e —

Soit (U,)nen Une suite bornée. Nous allons construire ail |1 bl
deux suites (a,)nen €t (bn)ney @insi qu’une fonction
d’extraction ¢ vérifiant les hypothéses suivantes :

R S

(a,)ney Croissante a2 |2 b2
(bp)neny décroissante

lim a, —b,=0
n-+oco

vneN,aq, < qu(n) <b,

Ao~

a3 I3 bz

(U)nen €St bornée. Toutes ses valeurs sont donc comprises entre un minorant m et un majorant M.
Nous poserons a, = met by = M
Nous construirons les suites (a,,).en €t (by)nen avec les relations de récurrence suivantes :

Deux cas se présentent :
an+bn Api1 = Ay

Si { U,telsquea, <U, < —} est infini alors nous noterons _ antbn ¢ (cas i)
2 buiy =2

an+bn |
2

Sinon cela signifie que le deuxieme segment [ ; bn] contiendra une infinité de termes. Nous noterons donc

a _ aptby
{ n+l 2 }(cas ii)

b,,1 = b,

’ . +b +b . T .
Notons que I'un au moins des deux segments : [an ; anz "] ou [anz—n bn] contiendra une infinité de termes de la suite
(Up)qen- En effet si ce n’était pas le cas la réunion des deux segments contiendrait un nombre fini de termes ce qui est

contradictoire avec le fait que tous les termes de la suite (U,,),cy SOnt dans le segment [a,, ; b, ].

Nous avons donc a ce stade construit deux suites (a,)nen €t (bn)nen-
Par récurrence nous pouvons montrer aisément que vn € N,a,, < b,,
Initialisation : a, < b,

Hérédité : sia,, < b,, alors :

Any1 = An )
Dans le cas i nous avons by = antbn ¢ Ce qui nous donne b, = apqq
2
Gntbn

Any1 = 2

Dans le cas ii nous avons { } ce qui nous donne aussi b,,; = apyq

n+1 = bn
Nous avons donc Vn € N,a,, < b,

Grace a cette propriété nous avons :
a,—b
- > ~ dot by — b, <0

casii : by, —b, = 0doub,,; —b, <0

casi : bpyy — by = 4Croi
n+1 ~ On = (b;)ney décroissante

casi : apy;—a, = 0doua,,; —a,=0
b, — ay, = (ay)ney décroissante

. . —_ ) N
casii : Apy1 —QAp = Tdou Ape1 — 0y =0

Que vaut la différence des deux suites ?

. _ bp-an
casi i byyy —Qpyq = 5

_ bp—an

, . . . s . 1
Nous en déduisons que la suite (b,, — a,),en €St géométrique de raison > Nous avons
casii : bpy; —Apyr = .

donc lim a, — b, =0
n—-+oo




Nous avons donc a ce stade montré les trois premiers points cités en début de preuve. Il nous reste a trouver la
fonction d’extraction ¢. La encore cette fonction d’extraction se définit par récurrence.
Le segment [a, ; b, | contient une infinité de termes de la suite (U,),ey. Nous noterons ¢(0) I'indice du plus petit terme
compris entre a, et by. Nous avons donc a, < Uy () < by
Aurang n + 1, le segment [a,,41 ; b4 | cOntient une infinité de termes de la suite (U,),en. Parmi ceux-ci ceux dont le
rang est inférieur a ¢(n) sont en nombre fini. Donc {i tel que i > ¢(n) et a,,; < U; < b,41} estinfini. Prenons le plus
petit indice de cet ensemble, ce sera ¢(n + 1), ce qui garantit :

p(n+1) > )
@ est donc une fonction d’extraction puisque strictement croissante sur N et vérifie vn € N, a,, < U,y < b,.

A ce stade les 4 premiers points sont montrés. Nous avons donc (a,),en €t (bn)neny qui sont des suites adjacentes ce
qui garantit leur limite commune vers un réel l. De la derniére égalité vn € N, a,, < U, < b,, nous déduisons grace au

théoréme des gendarmes que la suite (U‘/’(”))neN converge aussi vers cette limite L.

Théoréme

e De toute suite complexe bornée il est possible d’extraire une suite convergente
(Généralisation)

Preuve

Soit (Up)nen UNe suite complexe bornée.

vn € N, |Re (Up)| < /IRe (U2 + |Im (U,)|2 < |Uy| et [Im (U)| < /IRe (Up)I? + [Im (Up)12 < |U,|
Donc les suites Re (U,) et Im (U,) sont des suites réelles bornées.

Il existe deux fonctions d’extraction ¢ et y telles que (Re (Up(n)) )nEN et (Im (Uw(n)))nENconvergentes.

(Im (U‘PO‘P(“)))neN est une suite extraite d’'une suite convergente. C’est donc une suite convergente.

(Re Upmy) )neN converge vers un réel [. Cela signfie que :
Ve>03NtqVn =N |Re (Uym) — 1| < ¢

Pour n = N nous savons que yi(n) = n > N (Propriété déja vue d’'une fonction d’extraction)

Il vient Vn > N |Re (Upoym)) — 1| < & ce qui implique la convergence de la suite (Re (U‘PO‘I’(“)))neN

(Im (U‘PO‘P(“)))neN et (Re (U<P°¢(“>))new étant deux suites réelles convergentes, nous en déduisons la convergence de
la suite complexe (Ugoy(n))nen




