
Polynômes   
Ce théorème n’est pas au programme de MPSI. Il est néanoins fondamental pour la décomposition des polynômes 
dans ℂ[𝑋𝑋]. Une lecture de sa preuve ne peut pas nuire. Celle-ci commence par un lemme.  

Lemme Soit 𝑃𝑃 un polynôme de ℂ[𝑋𝑋]. Soit 𝑎𝑎 ∈ ℂ  tel que 𝑃𝑃(𝑎𝑎) ≠ 0  alors ∃𝑏𝑏 ∈ ℂ tel que |𝑃𝑃(𝑏𝑏)| < |𝑃𝑃(𝑎𝑎)| 
Preuve 

Soit 𝑃𝑃 un polynôme de ℂ[𝑋𝑋]. Soit 𝑎𝑎 ∈ ℂ  tel que 𝑃𝑃(𝑎𝑎) ≠ 0   
Posons 𝑄𝑄(𝑋𝑋) =  𝑃𝑃(𝑋𝑋+𝑎𝑎)

𝑃𝑃(𝑎𝑎)
. Nous avons 𝑄𝑄(0) = 1.  ∃𝑏𝑏 ∈ ℂ tel que |𝑃𝑃(𝑏𝑏)| < |𝑃𝑃(𝑎𝑎)| ⇔ ∃𝑏𝑏 ∈ ℂ tel que |𝑃𝑃(𝑏𝑏)|

|𝑃𝑃(𝑎𝑎)|
< 1 

⇔ ∃𝑏𝑏 ∈ ℂ tel que |𝑄𝑄(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)| < 1 ⇔ ∃𝑐𝑐 ∈ ℂ tel que |𝑄𝑄(𝑐𝑐)| < 1  (∗) 
Posons 𝑄𝑄(𝑋𝑋) = 1 + 𝑞𝑞1𝑋𝑋 + 𝑞𝑞2𝑋𝑋2 + ⋯  𝑞𝑞𝑛𝑛𝑋𝑋𝑛𝑛 
Rien n’empêche 𝑞𝑞1,𝑞𝑞2 …  d’être nul. Soit 𝑞𝑞𝑝𝑝 le premier coefficient non nul.  

𝑄𝑄(𝑋𝑋) = 1 + 𝑞𝑞𝑝𝑝𝑋𝑋𝑝𝑝 + 𝑞𝑞𝑝𝑝+1𝑋𝑋𝑝𝑝+1 + ⋯  𝑞𝑞𝑛𝑛𝑋𝑋𝑛𝑛 

Posons 𝑋𝑋 = 𝛽𝛽𝛽𝛽 avec 𝑟𝑟 ∈ ℝ et 𝛽𝛽 racine 𝑝𝑝 − 𝑖𝑖è𝑚𝑚𝑚𝑚 de − 1
𝑞𝑞𝑝𝑝

. �𝛽𝛽𝑝𝑝 = − 1
𝑞𝑞𝑝𝑝

 � 

 
𝑄𝑄(𝛽𝛽𝛽𝛽) = 1 + 𝑞𝑞𝑝𝑝(𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑝𝑝 + 𝑞𝑞𝑝𝑝+1(𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑝𝑝+1 + ⋯  𝑞𝑞𝑛𝑛(𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑛𝑛 
𝑄𝑄(𝛽𝛽𝛽𝛽) = 1 − 𝑟𝑟𝑝𝑝 + 𝑞𝑞𝑝𝑝+1𝛽𝛽𝑝𝑝+1𝑟𝑟𝑝𝑝+1 + ⋯  𝑞𝑞𝑛𝑛𝛽𝛽𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛 

𝑄𝑄(𝛽𝛽𝛽𝛽) = 1 − 𝑟𝑟𝑝𝑝 + 𝑟𝑟𝑝𝑝+1� 𝑞𝑞𝑝𝑝+1𝛽𝛽𝑝𝑝+1 + ⋯  𝑞𝑞𝑛𝑛𝛽𝛽𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛−𝑝𝑝−1� 
 
En choisissant 𝑟𝑟 dans le segment [0; 1],  il vient  

�𝑞𝑞𝑝𝑝+1𝛽𝛽𝑝𝑝+1 + ⋯  𝑞𝑞𝑛𝑛𝛽𝛽𝑛𝑛𝑟𝑟𝑛𝑛−𝑝𝑝−1� ≤ �𝑞𝑞𝑝𝑝+1𝛽𝛽𝑝𝑝+1� + ⋯ |𝑞𝑞𝑛𝑛𝛽𝛽𝑛𝑛| ≤ 𝑀𝑀 
 

Nous avons donc |𝑄𝑄(𝛽𝛽𝛽𝛽)| ≤ |1 − 𝑟𝑟𝑝𝑝| + |𝑟𝑟𝑝𝑝+1|𝑀𝑀 
Si 0 < 1

(2𝑀𝑀)
< 1, Choisissons 𝑟𝑟 tel que 𝑟𝑟 = 1

(2𝑀𝑀)
.  

Il vient |𝑄𝑄(𝛽𝛽𝛽𝛽)| ≤ |1 − 𝑟𝑟𝑝𝑝| + 𝑟𝑟|𝑟𝑟𝑝𝑝|𝑀𝑀 ≤ |1 − 𝑟𝑟𝑝𝑝| + 𝑟𝑟𝑝𝑝

2
≤ 1 − 𝑟𝑟𝑝𝑝 + 𝑟𝑟𝑝𝑝

2
≤ 1 − 𝑟𝑟𝑝𝑝

2
< 1 

Si 1
(2𝑀𝑀)

≥ 1 ⇔ 2𝑀𝑀 ≤ 1 ⇔𝑀𝑀 ≤ 1
2
.  

Nous avons : |𝑄𝑄(𝛽𝛽𝛽𝛽)| ≤ |1 − 𝑟𝑟𝑝𝑝| + �𝑟𝑟𝑝𝑝+1�
2

≤ 1 − 𝑟𝑟𝑝𝑝 + 𝑟𝑟𝑝𝑝

2
≤ 1 − 𝑟𝑟𝑝𝑝

2
< 1 Pour tout 𝑟𝑟 ∈ [0; 1] 

 
Dans les deux cas nous avons trouvé 𝑐𝑐 ∈ ℂ tel que |𝑄𝑄(𝑐𝑐)| < 1. D’après (∗) nous avons démontré le lemme.  
Théorème C’est le théorème d’Alembert. Tout poiynôme de ℂ[𝑋𝑋] admet au moins une racine complexe.  

Preuve 
Soit 𝑃𝑃 un polynôme complexe de ℂ[𝑋𝑋]. 𝐴𝐴 = {|𝑃𝑃(𝑧𝑧)|𝑧𝑧∈ℂ} est une sous partie de ℝ. 𝐴𝐴 est non vide puisque contient |𝑃𝑃(0)|. 
D’après la propriété de la borne inf, 𝐴𝐴 admet une borne inf que nous nommerons 𝑚𝑚. 

∃(𝒛𝒛𝒏𝒏)𝒏𝒏∈ℕ suite de ℂ telle que 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
𝒏𝒏→+∞

|𝑷𝑷(𝒛𝒛𝒏𝒏)| = 𝒎𝒎 
 
Posons 𝑃𝑃 = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑧𝑧 + ⋯𝑎𝑎𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛 avec 𝑎𝑎𝑛𝑛 terme dominant non nul.  
Nous avons |𝑃𝑃(𝑧𝑧)| = |𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑧𝑧 + ⋯𝑎𝑎𝑛𝑛𝑧𝑧𝑛𝑛| = |𝑧𝑧𝑛𝑛| �𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1

𝑧𝑧
+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−2

𝑧𝑧2
+ ⋯𝑎𝑎0

𝑧𝑧𝑛𝑛
� = |𝑧𝑧|𝑛𝑛 �𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1

𝑧𝑧
+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−2

𝑧𝑧2
+ ⋯𝑎𝑎0

𝑧𝑧𝑛𝑛
� 

Posons 𝑧𝑧 = 𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 ⇒ �𝑃𝑃�𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖�� = 𝑟𝑟𝑛𝑛 �𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1
𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖

+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−2
𝑟𝑟2𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖

+ ⋯ 𝑎𝑎0
𝑟𝑟𝑛𝑛𝑒𝑒𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

� 

�
𝑎𝑎𝑛𝑛−1
𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖

+
𝑎𝑎𝑛𝑛−2
𝑟𝑟2𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖

+ ⋯
𝑎𝑎0

𝑟𝑟𝑛𝑛𝑒𝑒𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
� ≤

1
𝑟𝑟
�
𝑎𝑎𝑛𝑛−1
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖

� +
1
𝑟𝑟2
�
𝑎𝑎𝑛𝑛−2
𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖

� + ⋯
1
𝑟𝑟𝑛𝑛
�
𝑎𝑎0
𝑒𝑒𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

� 

Donc lim
𝑟𝑟→+∞

�𝑎𝑎𝑛𝑛−1
𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖

+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−2
𝑟𝑟2𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖

+ ⋯ 𝑎𝑎0
𝑟𝑟𝑛𝑛𝑒𝑒𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

� = 0 ⇒ lim
𝑟𝑟→+∞

𝑎𝑎𝑛𝑛−1
𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖

+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−2
𝑟𝑟2𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖

+ ⋯ 𝑎𝑎0
𝑟𝑟𝑛𝑛𝑒𝑒𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

= 0 

Il vient lim
𝑟𝑟→+∞

�𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1
𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖

+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−2
𝑟𝑟2𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖

+ ⋯ 𝑎𝑎0
𝑟𝑟𝑛𝑛𝑒𝑒𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

� = |𝑎𝑎𝑛𝑛|.  
Nous avons donc 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒓𝒓→+∞
�𝑷𝑷(𝒓𝒓𝒆𝒆𝒊𝒊𝒊𝒊)� = +∞  𝒆𝒆t en particulier ∃𝜶𝜶 > 𝟎𝟎 𝒕𝒕𝒕𝒕 ∀|𝒛𝒛| > 𝜶𝜶   |𝑷𝑷(𝒛𝒛)| > 𝒎𝒎 + 𝟏𝟏 

 
Or nous savons que lim

𝑛𝑛→+∞
|𝑃𝑃(𝑧𝑧𝑛𝑛)| = 𝑚𝑚. Cela signifie ∃𝑁𝑁0 𝑡𝑡𝑡𝑡  ∀𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁0 𝑚𝑚 + 1

2
≥ |𝑃𝑃(𝑧𝑧𝑛𝑛)| ≥ 𝑚𝑚 − 1

2
 

Par conséquent nous avons pour 𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁0 |𝒛𝒛𝒏𝒏| ≤  𝜶𝜶 
La suite (𝒛𝒛𝒏𝒏)𝒏𝒏∈ℕ est donc bornée.  
 
D’après le théorème de Bolzano-Weierstrass Il existe une suite extraite de (𝒛𝒛𝒏𝒏)𝒏𝒏∈ℕ convergente vers 𝑙𝑙. 
Nous posons 𝜑𝜑 fonction d’extraction telle que 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝒛𝒛𝝋𝝋(𝒏𝒏) = 𝒍𝒍  

 
|𝑷𝑷(𝒍𝒍)| = �𝑷𝑷 � 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
𝒛𝒛𝝋𝝋(𝒏𝒏) �� = 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

𝒏𝒏→+∞
�𝑷𝑷�𝒛𝒛𝝋𝝋(𝒏𝒏) �� = 𝒎𝒎 (tout polynôme et la fonction module sont continues) 

 
La borne inf de 𝐴𝐴 est donc atteinte pou 𝑧𝑧 = 𝑙𝑙. Cette borne inf est forcément nulle. En effet si elle était non nulle, nous 
aurions 𝑃𝑃(𝑙𝑙) > 0 et d’après le lemme il existerait un 𝑙𝑙′ tel que 𝑃𝑃(𝑙𝑙′) < 𝑃𝑃(𝑙𝑙) ce qui contredirait la définition de la borne 
inf. En résumé nous avons bien trouvé un 𝑙𝑙 complexe tel que 𝑃𝑃(𝑙𝑙) = 0 
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