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Polynomes

Ce théoréme n’est pas au programme de MPSI. Il est néanoins fondamental pour la décomposition des polynémes
dans C[X]. Une lecture de sa preuve ne peut pas nuire. Celle-ci commence par un lemme.

Lemme Soit P un polynéme de C[X]. Soit a € C tel que P(a) # 0 alors 3b € C tel que |P(b)| < |P(a)|

Preuve

Soit P un polynéme de C[X]. Soit a € C tel que P(a) # 0

Posons Q(X) = PS:;‘). Nous avons Q(0) = 1. 3b € C tel que |P(b)| < |P(a)| & 3b € C tel que

o 3dbeCtelque |Q(b—a)|<1e 3IceCtelque |Q(c) <1 ()
Posons Q(X) = 1+ q; X + g, X% + -+ g, X"
Rien n'empéche q4, q, ... d'étre nul. Soit q,, le premier coefficient non nul.
Q(X) =1+ qup + qp+1xp+1 + o ann

Posons X = Br avec r € R et § racine p — ieme de —qi. (B?’ = —qi>
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Q(Br) =1+ q,(Br)? + qp1 (Br)P* + - q(Br)™
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En choisissant r dans le segment [0; 1], il vient
|qP+1ﬁp+1 + e qnﬁnrn—p—ll < |Qp+1ﬁp+1| + - |Qnﬁn| <M

Nous avons donc |Q(f7)| < |1 — 7P| + [rPTL M

Si 0 < —— < 1, Choisissons r tel quer = =
(M) (M)
. 14 14 14
meﬁwwﬂlSH—rﬂ+rhﬂM£|I—ﬂ|+%$1—r”ﬂ§$l—%<1

Si—>1e2M<leM<i
(2M) 2

p+1
Nous avons : [Q(Br)| < |1 —rP| +%S 1—1rP +§s 1—§< 1 Pour tout r € [0; 1]

Dans les deux cas nous avons trouvé c € C tel que |Q(c)| < 1.D’aprés (*) nous avons démontré le lemme.

Théoréme | C’est le théoreme d’Alembert. Tout poiyndme de C[X] admet au moins une racine complexe.

Preuve

Soit P un polynédme complexe de C[X]. A = {|P(2)|,ec} est une sous partie de R. A est non vide puisque contient |P(0)].
D’aprés la propriété de la borne inf, A admet une borne inf que nous nommerons m.
3A(z,)nen Suite de C telle que lilJp |P(z,)] =m
n—>+oco

Posons P = ay + a,z + -+ a,z™ avec a, terme dominant non nul.

Nous avons |P(z)| = |lay + a;z + -+~ a,z"| = |z"| |a,, + a"Z_l + a’;—;z+ Z—Z
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Posons z = re'® = |P(rel)| = r" |an 48n-1y Anea
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Nous avons donc lim |P(rei®)| = +oo et en particulier 3a > 0tq V|z| > a |P(z)| >m+1
r—+o00

Or nous savons que lirP |P(z,,)| = m. Cela signifie AN, tq ¥n = N, m + % > |P(z,)|=m —%
n—-+4+oo

Par conséquent nous avons pourn = N, |z,| < a
La suite (z,)ney €St donc bornée.

D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass Il existe une suite extraite de (z,,),,ey COnvergente vers L.
Nous posons ¢ fonction d’extraction telle que liIP Zymy =1
n—>+oo

IP(D| = |P( lim z,., )| = lim |P(z,( )| = m (tout polynéme et la fonction module sont continues)

n-+oo n-+oo

La borne inf de A est donc atteinte pou z = [. Cette borne inf est forcément nulle. En effet si elle était non nulle, nous
aurions P(1) > 0 et d’aprés le lemme il existerait un I tel que P(I") < P(1) ce qui contredirait la définition de la borne
inf. En résumé nous avons bien trouvé un [ complexe tel que P(1) =0




