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Polynomes

Dans ce chapitre la lettre K désignera indifféremment R ou C. Les lettres n et p désignent des entiers naturels.

Définition Soit P un polynome non nul de K[X] de degrén: P = ay + a; X + a,X? + - a, X"
On appelle polyndme dérivé de P et on note P’ le polynéme : P’ = a; + 2a,X + ---na, X" !
e Le polynome dérivé du polynome nul est le polynéme nul.
Remarque e Dans A]R[X] la not|o_n' de polynéme dérivé coincide avec la notion de dérivée de la fonction
polyndmiale associée.
¢ Nous pouvons de la méme maniére que nous avons défini P’, définir P"', P'"
1. Linéarité de la dérivation : V(P, Q) € K[X]?, v(4, 1) € K% (AP + uQ)’ = AP’ + uQ’
2. VY(P,Q) € K[X]*> (PQ) =P'Q+Q'P
3. V(P,Q) € K[X]? (PoQ)" = (P'0Q) * Q'
Propriétés 4. VP e K[X] deg(P") =deg(P)—1. Vk € N deg(P™) = deg(P) —
k) (k)
5. VP € K[X] avec deg(P) = nalors P = 5,2 x* etvie RP = ¥, "—2(x - 1)
6. v(P,Q) € K[X]%, VnEN, (PQ)™ =¥7_, (’;) P®Qn-* (formule de Leibnitz)
Preuve
1. Il suffit d’écrire chaque polynéme avec son coefficient.
2. POSOHS P = ao + a]_X + a2X2 + "'aan et Q = bo + le + b2X2 + "'prp
PQ = X320 ¢, X* avec ¢, = Xiga; by
n+p—1
(PQ) =c1 + 20X+ (n+p)Xntr-l = Z (k + Dcpyq XX
k=0
P' = ¥kZo(k + Dagsr X5 Q" = XiZo(k + Dbjss X©
P'Q =Y, d, X avecd, = XX o( + Dajsiby—;
PQ =%t Xk avece, =Yk aj(k+1—Dbgys;
Donc (P'Q + Q'P) = Y iP ™ (e, + d))X* = Y122 7" fi X* avec
k+1
fe=ex+dg= Z(] + Dajp1by—j + Za}(k +1— )bys1-j Z]ajbk+1 it Z aj(k +1—j)bgyq-j =

k+1
Zfa,bk+1 S +Z“f(" + Dby Z;a,bm L= (k4 Dagyiby + Z a;(k + Dbysr

k+1

= G+ 1) ak+1bo+za,bk+11 = (k+1) ) @basy = G+ Do

Jj=0 j=0

Nous avons donc bien (PQ)' = P'Q + PQ’
3. SoientP =ay+a; X + a,X? + - a,X™ et Q = by + by X + b, X* + - b, XP. P’ = Yp_; (k)a; X*7*
n n

PoQ = ) &, Q¥ = (PoQ)' = ) @ (€%
k=0

k=1

Montrons par récurrence que : (Q%) = kQ'Q* ' pourk > 1

Pour k = 1 c’est réglé

Supposons le vrai pour tout k < 1 : (Q%)' = kQ'Q*?*

Q1) = (QQ%)' = Q'Q* + Q(Q*) = Q'Q* + kQQ'Q** = (k + 1)Q'Q* Donc c’est vrai aussi a I'ordre k + 1

Il vient (PoQ)" = Xi=; ax (@) = Xk=1 k@ Q'Q*™" = Q" XR_1 kay Q71 = (P'0Q)Q’
deg(P") = deg(P) — 1 (évident). deg(P®) = deg(P) — k s’en déduit a 'aide d’une récurrence évidente.
5. SoitP =ay+ a;X + a, X%+ a, X" = X0_, ap X"

Sil>nP® =0

Sinon PO = Y1 ack(k — 1) ... (k — L + 1)X*7L. Le coefficient constant de ce polynéme est a; * [!

e . ®
2 .(0). Nous avons donc bien P = ZLOP k'(O)Xk

»

Nous avons donc pour 0 <l <n PO0) =a, ! = a, =




Posons maintenant Q = P(X — 1) Nous avons P (0) = Q) (1)
)
Donc Q = ZZ:OQk—,@) (X — k. P gyant été choisi de maniére arbitraire, Q I'est aussi.

6. Par récurrence sur n.
Initialisation : n = 1 est évident.

Hérédité : Supposons que ce soit vrai a l'ordre n. vk < n, (PQ)® =3%_, ( )PU)Q(" )

Montrons le a 'ordre n + 1
k

P = [(PQ)™]” = lzk: (") p(]')Q(k—f)" - Zk: (;‘) [PDQU-D] = Z (2‘) [PUFD QD 4 pI)QUk+1-D] =
=0

]
j=0

= z ( ) [PUD QD] + Zk: (;‘) [POQU+1-)]

j=0

i( ) [PO)QUe+1-0] +zk:< ) [PO)QUe+1-]
=t =

k

= pQU+D 4 plksD) g 4 Z ( ) (; )] [POQE+1-1]

j=1
k+1

-3¢

La propriété est donc démontrée aurang k + 1

+

Soit P un polynéme de K[X] non nul et de degré n.
vk avec0 <k <m P®(a) =
P™M(a) # 0

Al a une racine de P de multiplicité mavecl <m<n & { } avecl=m=<n

Preuve

vk avec0 <k <m P®(a) =0

avec 1 < m < n Alors le développement de Taylor
PM(q) # 0 } pp y

p)
p= Z (“) X — a)k

()
nous donne P = y7_ kf“) X-De=&-myr_. k,(a) X —a)f ™ = (X —a)™Q avec Q(a) =
Q(a) # 0. a est donc bien une racine de P de multiplicité m.

Supposons {

(“) et donc

Réciproquement si @ une racine de P de multiplicité m avec 1 < m < n, nous avons P = (X — a)™Q avec Q(a) # 0
La formule de Leibnitz, appliquée a P nous donne pour 1 <k <m

k k
po = (i‘) (X = MO = (’]‘) Mm@ = 1) . (m — j + )X — €)™ QK
=0 =0
Donc pour k < mnous avons pour0 <j <k, m—j>0=P®(a) =0
Pour k = m nous avons P%(a) = m! Q(a) Nous savons que Q(a) # 0 donc P®) (a) # 0




