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Polynomes

Dans ce chapitre la lettre K désignera indifféremment R ou C. Les lettres n et p désignent des entiers naturels.

e Soient A et B deux polyndmes de K[X]. On dit que A et B sont premiers entre eux ssi ils n’ont
pas d’autre diviseur commun que le polyndme scalaire. On note A et B premiers entre eux ssi
ANB =1

BEHEn o Soient 4, 4,,...A, n polyndmes de K[X] tous non nuls.
o Ay A, ... A, sont dits premiers entre eux dans leur ensemble ssi A;AA, A .. A, =1
o Ay A, ... Ay, sont dits premiers entre eux deux a deux ssi V(i,j) aveci # j A;NA; =1
.. C’est le théoréeme de Bezout. Soient A et B deux polynémes de K[X]
Théoréme

ANB = 1ssi3(U,V) € (K[X])?telsque UA+VB =1

Preuve

Nous avons vu d'aprés la relation de Bezout que si 3(U,V) € (K[X])? tels que UA + VB = AAB
Donc si AAB = 1 nous avons bien I'existence de U et V tels que UA+ VB =1

Réciproquement supposons qu'il existe U et V tels que UA+ VB =1

Soit D un diviseur commun de A et de B nous avons A = DR et B = DS.Larelaton UA+VB =1
nous donne donc UDR + VDS =1 = D(UR + VS) = 1 donc D divise 1 ce qui implique deg(D) = 0.
Nous avons bien AAB =1

Ce théoréme est généralisable dans le cas de n polynémes.
Théoréeme | Soient A;, 4,, ... A,, n polyndmes de K[X] tous non nuls.
A NAGA . Ay, = 1ssi AU, Uy, ... Uy) € (K[X])™ tels que U A, + U4y + -+ UpAd, =1

Preuve

La encore la relation de Bezout nous donne un sens du théoréme.
Nous savons que 3(U,, U,, ... U,) € (K[X])" tels que U;A; + U4, + -+ U A, = AL NAN LA,
Donc si 4;A4; A ...A, = 1 nous avons bien I'existence de (U, U,, ... Uy,) tels que U A, + UA, + - U, A, =1

Réciproquement. Supposons qu’il existe (U, U,, ... U,) dans ( K[X])" tels que U,A; + U,A, + - U A, =1

Soit D un diviseur commun de A4, 45, ...A,,. Ay = DP,,A, = DP,,...A,, = DB,

Donc U, A; + UyAy + - UpA, =1 = U;DPy + U,DP, + - U,DP, = 1 = D(U; P, + U,P, + - U,P,) = 1 = D divise 1.
Donc deg(D) = 0. Nous avons bien A;A4,A ... A, =1

Soient A et B deux polyndmes de K[X].

Propriété A B _
ans Nans = 1
Preuve
A B . A B . ..
Supposons B /\m = C avec deg(C) > 0. Nous aurions C| Y et C| T donc CAAB serait un diviseur commun de A

et de B ce qui rentre en considération avec le fait que AAB est un diviseur commun de A et de B de degré maximal.

La propriété précédente est généralisable dans le cas de n polynémes.

Propriété Soient 4,,4,, ... A, n polyndmes de K[X] tous non nuls.
Ay Ay Ay

v =1
ANz Ny ' A1 NAg. ANy A1NAz..NAp

Preuve C’est la méme preuve que dans le cas n = 2

C’est le théoréme de Gauss appliqué aux polyndmes.
Théoreme | Soient 4, B et C trois polyndmes de K[X]
On suppose A| BC et AAB =1 alors A| C

Preuve

Si AAB =1 le théoréme de Bezout nous donne I'existence de U et VV dans K[X] tels que
UA+BV =1=>UAC+VBC=C

Or A| BC donc BC = AD avec D € K[X]

Nous avons donc UAC + VAD = C > A(UC+VD)=C= A|C

Bien entendu, de la méme maniére que dans N il existe des nombres premiers, il existe aussi dans K[X]
des polyndmes premiers. Ces polyndmes ne dont divisibles que par un polynéme scalaire ou eux
Remarque | méme. Nous verrons dans le chapitre dédié aux polynomes scindés sur C et sur R que ces polynomes
sont dans C[X] exactement les polynOmes de degré 1, alors que dans R[X] ce sont les polynémes de
degré 1 et les polyndbmes de degré 2 dont le discriminant est négatif.




Propriété Soit A € K[X] et P premier dans K[X] de degré non nul. AAP = 1ssiP t A

Preuve

Si AAP = 1, le théoréme de Bezout nous donne I'existence de U et V dans K[X] tels que :

UA+PV =1
Supposons P|A nous avons A = PP’. Il vient UPP' + PV =1 = P(UP' +V) =1 = P|1.Nous sommes donc arrivés a
une contradiction.
Si P t A alors AAP = 1. En effet les seuls diviseurs communs de A et de P ne peuvent étre que les polynédmes
scalaires.

Soit P premier dans K[X] de degré non nul. Soient A et B deux polyndmes de K[X]
P|AB = P|Aou P|B

Par I'absurde : Supposons P t A et P t B alors d’aprés la propriété précédente nous avons AAP = 1
et BAP = 1. Donc 3(U,V) et (U',V") telsque AU+ VP =1etBU' +PV' =1
Multiplions ces deux égalités. Il vient (AU + VP)(BU' + PV') =1

ABUU' + AUPV' + VPBU' + VP2V’ =1 = ABUU' + P(AUV' +VBU' +VV'P) =1=> ABAP =1
D’aprés le théoreme de Bezout. Or d’apres la propriété précédente cela implique P t+ AB ce qui est
contraire a 'hypothése de départ. Nous sommes donc arrivés a une contradiction.

Propriété

Preuve

Partons de P|AB et supposons par I'absurde que P t A et P + B. D’aprés la propriété précédente nous avons AAP =
1 et BAP =1.Donc 3(U,V) et (U, V") telsque AU+VP =1etBU' +PV' =1
Multiplions ces deux égalités. Il vient (AU + VP)(BU' + PV') =1
ABUU' + AUPV' + VPBU' + VP?V' = 1= ABUU’' + P(AUV' +VBU' +VV'P)=1= ABAP =1
D’aprés le théoreme de Bezout. Or d’aprés la propriété précédente cela implique P + AB ce qui est contraire a
I'hypothése de départ. Nous sommes donc arrivés a une contradiction et P|4 ou P|B




