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Polynomes

Dans ce chapitre la lettre K désignera indifféremment R ou C. Les lettres n et p désignent des entiers naturels.

Soient A et B deux polyndmes non nuls de K[X].

Propriété A(U,V) € (K[X])? tels que AU + BV = AAB

Preuve

Nous avons vu que AAB s’obtient grace a 'algorithme d’Euclide. L’'obtention de U et de V aussi. Il suffit de
perfectionner un petit peu I'algorithme.
Réalisons la division euclidienne de A par B.

3(Qq, Ry) € K2[X] tels que A = BQ, + R, avec deg(R,) < deg (B) et div(A4) n div(B) = div(B) n div(R,)
En posant U, =1 et V, = —Q, nous avons R, = Uy A + V,B
Si R, = 0, I'algorithme est fini sinon reitérons I'opération avec B et R,,.

3(Q,, Ry) € K?[X] tels que B = R,Q; + R, avec deg(R;) < deg (R,) et div(B) n div(R,) = div(R,) N div(R,)
Ry =B —RyQ: =B — Uy A+V;B)Q1 = —UpQ1A + B(1 +V;,Q1)

En posant U, = —U,Q; etV; = (1 +V,Q,) nousavons R, =U; A+ V,B

Si R, = 0, l'algorithme est fini sinon reitérons I'opération avec R, et R;.

B(Qz, Rz) € KZ [X] te|S que RO = Rle + RZ avec deg(Rz) < deg (Rl) et le(Ro) n dlv(Rl) = dlU(Rl) n dlv(Rz)
R, =Ry —R1Q; = Uy A+ VoB — (U A+ V1B)Q, = A(Uy — Q;Uy) + B(Vy — V1Q2)

En posant U, = U, — Q,U, etV, = (V, — V,Q,) nous avons R, = U, A+ V,B

Si R, = 0, I'algorithme est fini sinon reitérons I'opération avec R; et R,.

3(Qp+1, Rp+1) € K?[X] tels que R,_; = RyQpyy + Rpyq avec deg(Ry41) < deg (R,) et div(R,—,) ndiv(R,) = div(R,) n
div(Ry41)

Rp+1 = Rp—l - Rpr+1 = Up—l A+ Vp—lB - (Up A+ VpB)Qp+1 = A(Up—l - Qp+1Up) + B(Vp—l - Vpr+1)

En posant Uyyq = Up_y — Qpi1Up €t Vyyy = (Vyoy — V,Qp4q) NOUS @VONS R,y = Upyq A+ Vyyy B

Si R,41 = 0, I'algorithme est fini sinon reitérons 'opération avec R, et R,.

Nous avons bien I'existence de deux suites (U,,V,,) telle que vn € N, R, = AU,, + BV},

Nous avons vu lors de I'existence du PGCD de deux polyndmes que dN € N tel que Ry,, = 0.
Le dernier reste non nul Ry est un PGCD de A et de B et differe donc de AAB a une constante multiplicative pres.
Il existe donc bien deux polynémes (Uy,Vy) tels que Ry = AUy + BVy

Ry = A(AAB) avec A € R* donc AAB = (%) (AUy +BVy) =22A+2p

Reprenons I'exemple que nous avons exploité pour déterminer un PGCD de
P=X*—4X3+2X?>+X+6etdeQ = X*—3X3+2X%+ X + 5. Nous avons vu que :

(X*—4X34+2X2+X+6)=(X*—3X3+2X2+X+5 1+ (-X3+1)
(X*—3X342X?+X+5)=(-X3+1D(-X+3)+(2X*+2X +2)

1 1
(—X3+1):(2X2+X+6)(—§X+§)+0

Exemple Prenons le dernier reste non nul : 2X2 + 2X + 2 qui est aussi un PGCD de P et Q

(2X2+2X+2)=(X*—3X3+2X?>+X+5 - (—X3+1)(-X+3)

(X2 +2X+2)=(X*—-3X3+2X*>+X+5)
—[(X*—4X3+2X2+X+6) — (X*—3X3+2X?>+X+5](-X +3)
=(X*=3X3+2X2+X+5)[1+(—X+3)] - (X*—4X3+2X?>+X+6)(—X +3)
=(X*=3X3+2X24+X+5)* (=X +4)—(X*—4X3+2X’+X+6) (=X +3)

Nous avons donc 2X? +2X +2=UP+VQavecU = (-X+4)etV = (=X +3)




Soient A;,A4,, ... A, n polyndmes de K[X] tous non nuls.

Propriété AUy, Uy, ... Uy) € (K[X]™ tels que A,U; + AyUs + - AUy, = A AAGA ... Ay

Preuve

Par récurrence.
Initialisation : C’est le cas n = 2. Déja fait précédemment.
Hérédité : Supposons que ce soit vrai a 'ordre n.
Soient A, 4,, ... A1 n+ 1 polyndmes de K[X] tous non nuls.
Nous savons que A;AA; A . Apy = (AN N L AL) AN A, Or d’aprés I'hypothése de Récurrence
A(U,, Uy, ... Uy) € (K[X]™ tels que A, U; + AU, + -+ A U, = A NAGN LA,
Nous avons donc (A;AA; A A ) ANApyr = (AU + AUy + - ALUD ANApga
Nous voild ramenés au cas n = 2.
AV, V,) € (K[X])? tels que : V, (A, Uy + AyUyp + -+ AyUy) + VoApyq = (A Uy + AUy + - AgUp) AApsq =
A NN A
Nous avons donc (V;U;)A, + ViU,)A, + - (VVUDA, + (Vo)A = A NN L Apgq




