
Polynômes   
Dans ce chapitre la lettre 𝕂𝕂 désignera indifféremment ℝ ou ℂ. Les lettres 𝑛𝑛 et 𝑝𝑝 désignent des entiers naturels. 

Propriété Soient 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux polynômes non nuls de 𝕂𝕂[𝑋𝑋].  
∃(𝑈𝑈,𝑉𝑉) ∈  (𝕂𝕂[𝑋𝑋])2 tels que 𝐴𝐴𝑈𝑈 + 𝐵𝐵𝑉𝑉 = 𝐴𝐴⋀𝐵𝐵 

Preuve 

Nous avons vu que 𝐴𝐴⋀𝐵𝐵 s’obtient grâce à l’algorithme d’Euclide. L’obtention de 𝑈𝑈 et de 𝑉𝑉 aussi. Il suffit de 
perfectionner un petit peu l’algorithme.  
Réalisons la division euclidienne de 𝐴𝐴 par 𝐵𝐵. 
 
∃(𝑄𝑄0,𝑅𝑅0) ∈ 𝕂𝕂2[𝑋𝑋] tels que 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵𝑄𝑄0 + 𝑅𝑅0 avec deg(𝑅𝑅0) < deg (𝐵𝐵) et 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐴𝐴) ∩ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐵𝐵) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐵𝐵) ∩ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑅𝑅0) 
En posant 𝑈𝑈0 = 1 et 𝑉𝑉0 = −𝑄𝑄0 nous avons 𝑅𝑅0 = 𝑈𝑈0 𝐴𝐴 + 𝑉𝑉0𝐵𝐵 
Si 𝑅𝑅0 = 0, l’algorithme est fini sinon reitérons l’opération avec 𝐵𝐵 et 𝑅𝑅0.  
 
∃(𝑄𝑄1,𝑅𝑅1) ∈ 𝕂𝕂2[𝑋𝑋] tels que 𝐵𝐵 = 𝑅𝑅0𝑄𝑄1 + 𝑅𝑅1 avec deg(𝑅𝑅1) < deg (𝑅𝑅0) et 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐵𝐵) ∩ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑅𝑅0) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑅𝑅0) ∩ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑅𝑅1) 
𝑅𝑅1 = 𝐵𝐵 − 𝑅𝑅0𝑄𝑄1 = 𝐵𝐵 − (𝑈𝑈0 𝐴𝐴 + 𝑉𝑉0𝐵𝐵)𝑄𝑄1 = −𝑈𝑈0𝑄𝑄1𝐴𝐴 + 𝐵𝐵(1 + 𝑉𝑉0𝑄𝑄1) 
En posant 𝑈𝑈1 = −𝑈𝑈0𝑄𝑄1 et 𝑉𝑉1 = (1 + 𝑉𝑉0𝑄𝑄1)  nous avons 𝑅𝑅1 = 𝑈𝑈1 𝐴𝐴 + 𝑉𝑉1𝐵𝐵 
Si 𝑅𝑅1 = 0, l’algorithme est fini sinon reitérons l’opération avec 𝑅𝑅0 et 𝑅𝑅1.  
 
∃(𝑄𝑄2,𝑅𝑅2) ∈ 𝕂𝕂2[𝑋𝑋] tels que 𝑅𝑅0 = 𝑅𝑅1𝑄𝑄2 + 𝑅𝑅2 avec deg(𝑅𝑅2) < deg (𝑅𝑅1) et 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑅𝑅0) ∩ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑅𝑅1) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑅𝑅1) ∩ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑅𝑅2) 

𝑅𝑅2 = 𝑅𝑅0 − 𝑅𝑅1𝑄𝑄2 = 𝑈𝑈0 𝐴𝐴 + 𝑉𝑉0𝐵𝐵 − (𝑈𝑈1 𝐴𝐴 + 𝑉𝑉1𝐵𝐵)𝑄𝑄2 = 𝐴𝐴(𝑈𝑈0 − 𝑄𝑄2𝑈𝑈1) + 𝐵𝐵(𝑉𝑉0 − 𝑉𝑉1𝑄𝑄2) 
En posant 𝑈𝑈2 = 𝑈𝑈0 − 𝑄𝑄2𝑈𝑈1 et 𝑉𝑉2 = (𝑉𝑉0 − 𝑉𝑉1𝑄𝑄2)  nous avons 𝑅𝑅2 = 𝑈𝑈2 𝐴𝐴 + 𝑉𝑉2𝐵𝐵 
Si 𝑅𝑅2 = 0, l’algorithme est fini sinon reitérons l’opération avec 𝑅𝑅1 et 𝑅𝑅2.  
 
……. 
 
∃(𝑄𝑄𝑝𝑝+1,𝑅𝑅𝑝𝑝+1) ∈ 𝕂𝕂2[𝑋𝑋] tels que 𝑅𝑅𝑝𝑝−1 = 𝑅𝑅𝑝𝑝𝑄𝑄𝑝𝑝+1 + 𝑅𝑅𝑝𝑝+1 avec deg�𝑅𝑅𝑝𝑝+1� < deg (𝑅𝑅𝑝𝑝) et 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑅𝑅𝑝𝑝−1� ∩ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑅𝑅𝑝𝑝� = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑅𝑅𝑝𝑝� ∩
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑅𝑅𝑝𝑝+1� 
𝑅𝑅𝑝𝑝+1 = 𝑅𝑅𝑝𝑝−1 − 𝑅𝑅𝑝𝑝𝑄𝑄𝑝𝑝+1 = 𝑈𝑈𝑝𝑝−1 𝐴𝐴 + 𝑉𝑉𝑝𝑝−1𝐵𝐵 − �𝑈𝑈𝑝𝑝 𝐴𝐴 + 𝑉𝑉𝑝𝑝𝐵𝐵�𝑄𝑄𝑝𝑝+1 = 𝐴𝐴�𝑈𝑈𝑝𝑝−1 − 𝑄𝑄𝑝𝑝+1𝑈𝑈𝑝𝑝� + 𝐵𝐵(𝑉𝑉𝑝𝑝−1 − 𝑉𝑉𝑝𝑝𝑄𝑄𝑝𝑝+1) 
En posant 𝑈𝑈𝑝𝑝+1 = 𝑈𝑈𝑝𝑝−1 − 𝑄𝑄𝑝𝑝+1𝑈𝑈𝑝𝑝 et 𝑉𝑉𝑝𝑝+1 = �𝑉𝑉𝑝𝑝−1 − 𝑉𝑉𝑝𝑝𝑄𝑄𝑝𝑝+1�  nous avons 𝑅𝑅𝑝𝑝+1 = 𝑈𝑈𝑝𝑝+1 𝐴𝐴 + 𝑉𝑉𝑝𝑝+1𝐵𝐵 
Si 𝑅𝑅𝑝𝑝+1 = 0, l’algorithme est fini sinon reitérons l’opération avec 𝑅𝑅1 et 𝑅𝑅2.  
 
…… 
 
Nous avons bien l’existence de deux suites (𝑈𝑈𝑛𝑛,𝑉𝑉𝑛𝑛) telle que ∀𝑛𝑛 ∈ ℕ, 𝑅𝑅𝑛𝑛 = 𝐴𝐴𝑈𝑈𝑛𝑛 + 𝐵𝐵𝑉𝑉𝑛𝑛 
 
Nous avons vu lors de l’existence du 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 de deux polynômes que ∃𝑁𝑁 ∈ ℕ tel que 𝑅𝑅𝑁𝑁+1 = 0.  
Le dernier reste non nul 𝑅𝑅𝑁𝑁 est un 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 de 𝐴𝐴 et de 𝐵𝐵 et diffère donc de 𝐴𝐴⋀𝐵𝐵 à une constante multiplicative près.  
Il existe donc bien deux polynômes  (𝑈𝑈𝑁𝑁,𝑉𝑉𝑁𝑁) tels que 𝑅𝑅𝑁𝑁 = 𝐴𝐴𝑈𝑈𝑁𝑁 + 𝐵𝐵𝑉𝑉𝑁𝑁 
𝑅𝑅𝑁𝑁 =  𝜆𝜆(𝐴𝐴⋀𝐵𝐵) avec 𝜆𝜆 ∈ ℝ∗ donc 𝐴𝐴⋀𝐵𝐵 = �1

𝜆𝜆
� (𝐴𝐴𝑈𝑈𝑁𝑁 + 𝐵𝐵𝑉𝑉𝑁𝑁) = 𝑈𝑈𝑁𝑁

𝜆𝜆
𝐴𝐴 + 𝑉𝑉𝑁𝑁

𝜆𝜆
𝐵𝐵 

Exemple 

 
Reprenons l’exemple que nous avons exploité pour déterminer un 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 de  
 𝑃𝑃 = 𝑋𝑋4 − 4𝑋𝑋3 + 2𝑋𝑋2 + 𝑋𝑋 + 6 et de 𝑄𝑄 = 𝑋𝑋4 − 3𝑋𝑋3 + 2𝑋𝑋2 + 𝑋𝑋 + 5. Nous avons vu que :  
 

(𝑋𝑋4 − 4𝑋𝑋3 + 2𝑋𝑋2 + 𝑋𝑋 + 6) = (𝑋𝑋4 − 3𝑋𝑋3 + 2𝑋𝑋2 + 𝑋𝑋 + 5) ∗ 1 + (−𝑋𝑋3 + 1) 
(𝑋𝑋4 − 3𝑋𝑋3 + 2𝑋𝑋2 + 𝑋𝑋 + 5) = (−𝑋𝑋3 + 1)(−𝑋𝑋 + 3) + (2𝑋𝑋2 + 2𝑋𝑋 + 2) 

(−𝑋𝑋3 + 1) = (2𝑋𝑋2 + 𝑋𝑋 + 6) �−
1
2
𝑋𝑋 +

1
2
� + 0 

 
Prenons le dernier reste non nul : 2𝑋𝑋2 + 2𝑋𝑋 + 2 qui est aussi un 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 de 𝑃𝑃 et 𝑄𝑄 
 
(2𝑋𝑋2 + 2𝑋𝑋 + 2) = (𝑋𝑋4 − 3𝑋𝑋3 + 2𝑋𝑋2 + 𝑋𝑋 + 5) − (−𝑋𝑋3 + 1)(−𝑋𝑋 + 3) 
(2𝑋𝑋2 + 2𝑋𝑋 + 2) = (𝑋𝑋4 − 3𝑋𝑋3 + 2𝑋𝑋2 + 𝑋𝑋 + 5)

− [(𝑋𝑋4 − 4𝑋𝑋3 + 2𝑋𝑋2 + 𝑋𝑋 + 6) − (𝑋𝑋4 − 3𝑋𝑋3 + 2𝑋𝑋2 + 𝑋𝑋 + 5)](−𝑋𝑋 + 3)
= (𝑋𝑋4 − 3𝑋𝑋3 + 2𝑋𝑋2 + 𝑋𝑋 + 5)[1 + (−𝑋𝑋 + 3)] − (𝑋𝑋4 − 4𝑋𝑋3 + 2𝑋𝑋2 + 𝑋𝑋 + 6)(−𝑋𝑋 + 3)
= (𝑋𝑋4 − 3𝑋𝑋3 + 2𝑋𝑋2 + 𝑋𝑋 + 5) ∗ (−𝑋𝑋 + 4) − (𝑋𝑋4 − 4𝑋𝑋3 + 2𝑋𝑋2 + 𝑋𝑋 + 6) ∗ (−𝑋𝑋 + 3) 

 
Nous avons donc 2𝑋𝑋2 + 2𝑋𝑋 + 2 = 𝑈𝑈𝑃𝑃 + 𝑉𝑉𝑄𝑄 avec 𝑈𝑈 = (−𝑋𝑋 + 4) et 𝑉𝑉 = (−𝑋𝑋 + 3) 
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Propriété Soient 𝐴𝐴1,𝐴𝐴2, …𝐴𝐴𝑛𝑛  𝑛𝑛 polynômes de 𝕂𝕂[𝑋𝑋] tous non nuls.  
∃(𝑈𝑈1,𝑈𝑈2, …𝑈𝑈𝑛𝑛) ∈  (𝕂𝕂[𝑋𝑋])𝑛𝑛 tels que 𝐴𝐴1𝑈𝑈1 + 𝐴𝐴2𝑈𝑈2 + ⋯  𝐴𝐴𝑛𝑛𝑈𝑈𝑛𝑛 = 𝐴𝐴1⋀𝐴𝐴2⋀  …𝐴𝐴𝑛𝑛 

Preuve 

Par récurrence.  
Initialisation : C’est le cas 𝑛𝑛 = 2. Déjà fait précédemment.  
Hérédité : Supposons que ce soit vrai à l’ordre 𝑛𝑛.  
Soient 𝐴𝐴1,𝐴𝐴2, …𝐴𝐴𝑛𝑛+1  𝑛𝑛 + 1 polynômes de 𝕂𝕂[𝑋𝑋] tous non nuls.  
Nous savons que 𝐴𝐴1⋀𝐴𝐴2 ⋀ …𝐴𝐴𝑛𝑛+1 = (𝐴𝐴1⋀𝐴𝐴2 ⋀ …𝐴𝐴𝑛𝑛)⋀𝐴𝐴𝑛𝑛+1. Or d’après l’hypothèse de Récurrence 
∃(𝑈𝑈1,𝑈𝑈2, …𝑈𝑈𝑛𝑛) ∈  (𝕂𝕂[𝑋𝑋])𝑛𝑛 tels que 𝐴𝐴1𝑈𝑈1 + 𝐴𝐴2𝑈𝑈2 + ⋯  𝐴𝐴𝑛𝑛𝑈𝑈𝑛𝑛 = 𝐴𝐴1⋀𝐴𝐴2⋀  …𝐴𝐴𝑛𝑛 
Nous avons donc (𝐴𝐴1⋀𝐴𝐴2 ⋀ …𝐴𝐴𝑛𝑛)⋀𝐴𝐴𝑛𝑛+1 = (𝐴𝐴1𝑈𝑈1 + 𝐴𝐴2𝑈𝑈2 + ⋯  𝐴𝐴𝑛𝑛𝑈𝑈𝑛𝑛)⋀𝐴𝐴𝑛𝑛+1 
Nous voilà ramenés au cas 𝑛𝑛 = 2.  
∃(𝑉𝑉1,𝑉𝑉2) ∈  (𝕂𝕂[𝑋𝑋])2 tels que : 𝑉𝑉1(𝐴𝐴1𝑈𝑈1 + 𝐴𝐴2𝑈𝑈2 + ⋯  𝐴𝐴𝑛𝑛𝑈𝑈𝑛𝑛) + 𝑉𝑉2𝐴𝐴𝑛𝑛+1 = (𝐴𝐴1𝑈𝑈1 + 𝐴𝐴2𝑈𝑈2 + ⋯  𝐴𝐴𝑛𝑛𝑈𝑈𝑛𝑛)⋀𝐴𝐴𝑛𝑛+1 =
𝐴𝐴1⋀𝐴𝐴2 ⋀ …𝐴𝐴𝑛𝑛+1 

Nous avons donc  (𝑉𝑉1𝑈𝑈1)𝐴𝐴1 + (𝑉𝑉1𝑈𝑈2)𝐴𝐴2 + ⋯ (𝑉𝑉1𝑈𝑈𝑛𝑛)𝐴𝐴𝑛𝑛 + (𝑉𝑉2)𝐴𝐴𝑛𝑛+1 = 𝐴𝐴1⋀𝐴𝐴2 ⋀ …𝐴𝐴𝑛𝑛+1 

 


