
Polynômes   
Dans ce chapitre la lettre 𝕂𝕂 désignera indifféremment ℝ ou ℂ. Les lettres 𝑛𝑛 et 𝑝𝑝 désignent des entiers naturels. 
Nous admettrons aussi que tout polynôme de ℂ soit scindé. (Nous y reviendrons dans un autre chapitre) 

Définition 

Soit 𝑃𝑃 un polynôme de 𝕂𝕂[𝑋𝑋] scindé. Soient 𝛼𝛼1,𝛼𝛼2, …𝛼𝛼𝑛𝑛  les 𝑛𝑛 racines de 𝑃𝑃. Attention ici les racines sont 
comptées avec leur multiplicité. Elles peuvent donc être identiques entre elles.  
Nous avons 𝑃𝑃 = 𝐾𝐾(𝑋𝑋 − 𝛼𝛼1)(𝑋𝑋 − 𝛼𝛼2) … (𝑋𝑋 − 𝛼𝛼𝑛𝑛) 
On définit les fonctions élémentaires symétriques des racines :  

∀𝑘𝑘 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛,𝜎𝜎𝑘𝑘 = � 𝛼𝛼𝑖𝑖1𝛼𝛼𝑖𝑖2 …𝛼𝛼𝑖𝑖𝑘𝑘
1≤𝑖𝑖1<𝑖𝑖2<⋯𝑘𝑘

 

𝜎𝜎1 = 𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 + ⋯𝛼𝛼𝑛𝑛 
𝜎𝜎2 = 𝛼𝛼1𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼1𝛼𝛼3 + ⋯𝛼𝛼𝑛𝑛−1𝛼𝛼𝑛𝑛 
𝜎𝜎3 = 𝛼𝛼1𝛼𝛼2𝛼𝛼3 + 𝛼𝛼1𝛼𝛼2𝛼𝛼4 + ⋯𝛼𝛼𝑛𝑛−2𝛼𝛼𝑛𝑛−1𝛼𝛼𝑛𝑛 
…. 
𝜎𝜎𝑛𝑛 = 𝛼𝛼1𝛼𝛼2 …𝛼𝛼𝑛𝑛 

Exemple 

Soit 𝑃𝑃 = 3(𝑋𝑋 − 1)(𝑋𝑋 + 2)(𝑋𝑋 − 3). Les racines sont donc 1,−2 et 3 
Nous avons :  

𝜎𝜎1 = 1 − 2 + 3 = 2 
𝜎𝜎2 = −2 + 3 − 6 = −5 

𝜎𝜎3 = −6 

Théorème 
Soit 𝑃𝑃 = 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑋𝑋𝑛𝑛 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑋𝑋𝑛𝑛−1 + ⋯𝑎𝑎0 un polynôme scindé de 𝕂𝕂[𝑋𝑋]. Soit 𝑃𝑃 =  𝑎𝑎𝑛𝑛(𝑋𝑋 − 𝛼𝛼1)(𝑋𝑋 − 𝛼𝛼2) … (𝑋𝑋 − 𝛼𝛼𝑛𝑛) 
sa forme factorisée.  
Nous avons : ∀𝑘𝑘 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛,𝜎𝜎𝑘𝑘(−1)𝑘𝑘𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑘𝑘.  

Cette formule est appelée Formule de Viète 
Preuve 

𝑃𝑃 =  𝑎𝑎𝑛𝑛(𝑋𝑋 − 𝛼𝛼1)(𝑋𝑋 − 𝛼𝛼2) … (𝑋𝑋 − 𝛼𝛼𝑛𝑛) = 𝑎𝑎𝑛𝑛[𝑋𝑋𝑛𝑛 − 𝜎𝜎1𝑋𝑋𝑛𝑛−1 + 𝜎𝜎2𝑋𝑋𝑛𝑛−2 + ⋯ (−1)𝑛𝑛𝜎𝜎𝑛𝑛] 
Une simple identification avec 𝑃𝑃 = 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑋𝑋𝑛𝑛 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑋𝑋𝑛𝑛−1 + ⋯𝑎𝑎0 nous donne le résultat.  

Exemple 

Reprenons l’exemple 𝑃𝑃 = 3(𝑋𝑋 − 1)(𝑋𝑋 + 2)(𝑋𝑋 − 3).𝜎𝜎1 = 2,𝜎𝜎2 = −5,𝜎𝜎3 = −6 
Nous avons :  

−𝜎𝜎1 ∗ 3 = 𝑎𝑎2 
𝑎𝑎2 = −6 

𝜎𝜎2 ∗ 3 = 𝑎𝑎1 
𝑎𝑎1 = −15 

−𝜎𝜎3 ∗ 3 = 𝑎𝑎0 
𝑎𝑎0 = 18 

Cela nous amène à 𝑃𝑃 = 3𝑋𝑋3 − 6𝑋𝑋2 − 15𝑋𝑋 + 18 

Exercice Soit 𝑃𝑃(𝑋𝑋) = 𝑋𝑋3 − 8𝑋𝑋2 + 23𝑋𝑋 − 28 
Déterminer les racines de 𝑃𝑃 sachant que la somme de deux des racines est égale à la troisième.  

Solution 
Scindons le polynôme dans ℂ[𝑋𝑋] . Il vient 𝑃𝑃 = (𝑋𝑋 − 𝛼𝛼1)(𝑋𝑋 − 𝛼𝛼2)(𝑋𝑋 − 𝛼𝛼3) avec 𝛼𝛼1,𝛼𝛼2 et 𝛼𝛼3 les trois racines dans ℂ de 𝑃𝑃 
Cela nous donne :  

−(𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼3) = −8 𝛼𝛼1𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼1𝛼𝛼3 + 𝛼𝛼2𝛼𝛼3 = 23 −𝛼𝛼1𝛼𝛼2𝛼𝛼3 = −28 

𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼3 = 𝛼𝛼1 donc 2𝛼𝛼1 = 8 ⇒ 𝜶𝜶𝟏𝟏 = 𝟒𝟒. Il nous vient :  

𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼3 = 4 4𝛼𝛼2 + 4𝛼𝛼3 + 𝛼𝛼2𝛼𝛼3 = 23 
4𝛼𝛼2𝛼𝛼3 = 28 
𝛼𝛼2𝛼𝛼3 = 7 

 

𝛼𝛼2 et 𝛼𝛼3 sont donc solutions de 𝑋𝑋2 − 4𝑋𝑋 + 7. 𝛥𝛥 = 16 − 28 = −12.   𝛼𝛼2 = 4+𝑖𝑖√12
2

= 𝟐𝟐 + 𝒊𝒊√𝟑𝟑   et   𝛼𝛼3 = 4−𝑖𝑖√12
2

= 𝟐𝟐 − 𝒊𝒊√𝟑𝟑    
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