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Fractions rationnelles.

X4+1
X3-1

Décomposons dans C(X) la fraction rationnelle R =

Solution

Le polyndme X3 — 1 peut se factoriser ainsi : (X — 1)(X — j)(X — j2). 1,/, j? étant les racines 3 iémes de l'unité.

La division euclidienne de X* + 1 par X3 — 1 nous donne E(X) = X

. X*+1 X*+1 a b c
Il vient R = e D) (x—12) = X+ E + X_—] + X—j2 (*)
4 — —
Multiplions cette égalité (*) par (X — 1) : ﬁ =XX-1D+a+ b(;—_jl) + C}(iji)
Evaluons cette expressionen X =1 :
2
T N a
, 2(1—1)(1—12)
. .2 . _ _2
Nous savonsque 1+j+j*=0; a = T
. , s N X4+1 _ . a(X-j) c(X-))
Multiplions cette égalité (+) par (X —j) : T XX —j)+ ———+b+ p
Evaluons cette expressionen X = j :
1+j _
, U - DG -J»
120 p—=_ " __J__1
Nous savonsque 1+j+j*=0; b= AT T :
4 _i2 _i2
Multiplions cette égalité (x) par (X — j2) : % =X(X —j2) + % + —b(i_j, )+ ¢
Evaluons cette expression en X = j2 :
1+ 2
5 ., ~-—C
, G2 =DG*-5
Co2 . o =i _J__1
Nous savonsque 1+ +j*=0; c= T T Ty s
4
Enrésumé: ——1 — y 42, 1 1,1 1, 1
X-)H(X-j2) 3 X-1 3 X-j 3 X-j2

Décomposons dans C(X) la fraction rationnelle R = ey

Solution

4 a b c a
T x-D2(x+1)? x-1 + (X-1)2 + X+1 + (X+1)2

R (En effet E(R) = 0)

Multiplions cette relation par (X — 1)? et évaluons laen X = 1 il vient :

4

Z =b=>b=1
Multiplions cette relation par (X + 1)? et évaluons laen X = —1 il vient :

4

Z =d>d=1

R peut étre vue dans R(X) comme une fonction paire.

1 c 1 a 1

a
RED=RE® = 33t x—Dr T x 1 Cx1 1?

L’unicité la décomposition nous donne a = —¢
Evaluons maintenant R en 0 : 4=_il+ l-a+1=>a=-1letc=1
4 _ -1 1 1 1

+

Donc R = G-D2(x+1)2  X-1  (x-1)? + X+1 + (X+1)2

_X—1+(X—1)2+X+1+(X+1)2




X3+1

Décomposons dans R(X) la fraction rationnelle R = TEENg

Solution

R - X3+1 e b +cX+d+ eX+f
TXX-DX24+1D2 X X—-1 (X2+1) (X2+1)2

Multiplions cette relation par X et évaluonslaen X =0 il vient :

1
a= _—1 =-1
Multiplions cette relation par X — 1 et évaluonslaen X =1 il vient :
2 1
b=2=3

Multiplions cette relation par X et déterminons la limite a droite et a gauche en +oo . Il vient :

0=a+b+c:0=—1+%+c:c=§

Multiplions cette relation par (X2 + 1)? et évaluonsla en i . Il vient

L,Eiijll)=ei+f=>—%=ei+f$i=ei+f$e=1etf=0(eetfrée|s)

1
. X3+1 -1 ,1_ 1 ZX+d X
A ce stade nous avons : XD - X t v Y eem T o
, . 9 1 1 1+d 2 d 9 1 2 5 25 1
Une évaluationen X =2 nousdonne —= —-4+-+—+-—-—s-=——-——=——d=—-="=—=
50 2 2 5 25 5 50 5 25 50 50 2
X3+1 -1 1 1 1 X—-1 X

XX-DX+1? X (2 x—it w1y

X+1

Décomposons dans R(X) la fraction rationnelle R = Py

Solution

Il nous faut avant toute chose factoriser le polyndéme X* + 1 en éléments irréductibles de R[X]. Placons nous dans C[X]

. im 3w in 3n

X*4+1=02X'=-1=X*=e">X€led; ed;—c4;—¢c4
i in 3im 3im i 3im in 3im
X4+1=<X—e4)<X+e4)(X—e4)(X+e4)=<X—e4>(X+e4)<X+e4)(X—e4)

i3m i i3m

4 2 — - 2 i =2 2 T 2 T
X +1=[X +X(e4 —e4>+1”X +X<e4—e4)+1]=(X —ZCOS(Z)X+1)(X +2cos(Z)X+1)
X*+1=(X*—V2X +1)(X2 +V2X + 1)

X+1 aX+b cX+d
X4+1  X2-2X+1  X2+/2X+1

Nous avons donc R =

Multiplier cette relation par X a droite et & gauche puis prendre la limite en 400 nous donnea+c=0=>a = —c
Evaluer cette expression en 0 nous donne 1 =b +d

Evaluer cette expression en v/2 nous donne 1+5ﬁ = af“’ + C‘/?d =>1+vV2=5aV2+5b+cV2+d

=>1+V2=4aV2+4b+1=>+2=4aV2 +4b (»)
Evaluer cette expression en —/2 nous donne 1_5‘/5 —TOVEh | eV g o= V24 b —5cvZ + 5d

5 1
=>1-V2=14aV2—4b+5= —V2 = 4aV2 — 4b + 4 (x*)

En combinant (x) et (*+) il vient 0 = 8av2+ 4 = a = —_Sji: _g
1 V2
4b=\/§—4a\/§:\/§+2=>b=5+T
Enrésuméa=—Y2:p=iy4 . 2. 4_1_2
4 2 4 4 2 4




X+1 _  aX+b cX+d

Autre methode : Partons du résultat précedent : -7 = o= =+ o

X+1  (aX+b)(X?+V2X +1) + (cX + d)(X? —V2X +1)

X441 X*+1)
X+1 @+oX*+X*(b+av2+d—cV2)+X(a+bV2+c—dV2)+b+d
Xt+1 X*+1)

llvient (a + X3+ X?(b+av2+d —cV2) + X(a+bV2+c—dV2)+b+d =1+X

Cela nous donne par identification :

_ 1

T2

a+c=0 \/_a=\/:c ( az:i ) az_Tl_
b+av2+d—cV2=0 av2+av2=-1 a=—- 2v2
a+bVZ+c—dvz=1(" |bVZ-(1-bNZ=1 ‘E’4217\/5_3/‘/;_1$‘i”b_1+x/§>
b+d=1 b=1-d L b=1—d_J PN
V2-1

U 2v2

Nous retombons bien sur les mémes résultats que dans la premiére méthode.




