
Fractions rationnelles.    
Dans ce chapitre la lettre 𝕂𝕂 désignera indifféremment ℝ ou ℂ. Les lettres 𝑛𝑛 et 𝑝𝑝 désignent des entiers naturels. 

Notation Soit 𝑅𝑅 =  𝕂𝕂[𝑋𝑋]x(𝕂𝕂[𝑋𝑋] − {0}). Nous noterons tout élément de 𝑅𝑅 : 𝐴𝐴
𝐵𝐵
 avec 𝐴𝐴 ∈  𝕂𝕂[𝑋𝑋] et 𝐵𝐵 ∈ (𝕂𝕂[𝑋𝑋] −

{0}) 

Définition Sur 𝑅𝑅 nous introduisons une relation notée "~" et définie par 𝐴𝐴
𝐵𝐵

~ 𝐴𝐴′

𝐵𝐵′
 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴𝐵𝐵′ = 𝐵𝐵𝐴𝐴′ 

Propriété La relation "~" est sur 𝑅𝑅 une relation d’équivalence.  

Preuve 

• "~" est évidemment réflexive 𝐴𝐴
𝐵𝐵

~ 𝐴𝐴
𝐵𝐵
 

• "~" est évidemment symétrique   𝐴𝐴
𝐵𝐵

~ 𝐶𝐶
𝐷𝐷
 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠  𝐶𝐶

𝐷𝐷
~ 𝐴𝐴

𝐵𝐵
 

• "~" est évidemment transitive.   Si  𝐴𝐴
𝐵𝐵

~ 𝐶𝐶
𝐷𝐷
 et 𝐶𝐶

𝐷𝐷
~ 𝐸𝐸

𝐹𝐹
 alors 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 et 𝐵𝐵𝐶𝐶 = 𝐸𝐸𝐴𝐴 ⇒ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶 = 𝐵𝐵𝐸𝐸𝐴𝐴 ⇒ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = 𝐵𝐵𝐸𝐸𝐴𝐴 ⇒

𝐴𝐴𝐶𝐶 = 𝐵𝐵𝐸𝐸 car 𝕂𝕂[𝑋𝑋] est intègre. Or 𝐴𝐴𝐶𝐶 = 𝐵𝐵𝐸𝐸 ⇒ 𝐴𝐴
𝐵𝐵

= 𝐸𝐸
𝐹𝐹
 

Définition L’ensemble des classes d’équivalence de 𝑅𝑅 par rapport à "~" ou plus simplement 𝑅𝑅 quotienté par  
"~" est noté 𝕂𝕂(𝑋𝑋) et se nomme l’ensemble des fractions rationnelles sur 𝕂𝕂.  

Exemple 1
𝑋𝑋−𝑖𝑖

 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑋𝑋+𝑖𝑖
𝑋𝑋2+1

 désignent la même fraction rationnelle dans ℂ(𝑋𝑋) 

Remarque A l’avenir nous ne dirons plus que 1
𝑋𝑋−𝑖𝑖

~ 𝑋𝑋+𝑖𝑖
𝑋𝑋2+1

  mais nous noterons 1
𝑋𝑋−𝑖𝑖

= 𝑋𝑋+𝑖𝑖
𝑋𝑋2+1

 

Propriété 
On munit 𝕂𝕂(𝑋𝑋) de deux opération " + "  et " ∗ " qui lui confèrent une structure de corps.  
" + " est définie par 𝐴𝐴

𝐵𝐵
+ 𝐶𝐶

𝐷𝐷
= 𝐴𝐴𝐷𝐷+𝐵𝐵𝐶𝐶

𝐵𝐵𝐷𝐷
 et " ∗ " est définie par 𝐴𝐴

𝐵𝐵
∗ 𝐶𝐶
𝐷𝐷

= 𝐴𝐴𝐶𝐶
𝐵𝐵𝐷𝐷

 

Preuve. Si la construction de 𝕂𝕂(𝑋𝑋) elle ne présente pas de difficulté majeure. Je la laisse donc à la disponibilité du 
lecteur.  

• Il faut d’abord vérifier que ces deux opération ont un sens, c’est-à-dire sont compatibles avec la relation  "~" 
Je m’explique : si 𝐴𝐴

𝐵𝐵
= 𝐶𝐶

𝐷𝐷
 et 𝑃𝑃

𝑄𝑄
= 𝑅𝑅

𝑆𝑆
 a-t-on 𝐴𝐴

𝐵𝐵
+ 𝑃𝑃

𝑄𝑄
= 𝐶𝐶

𝐷𝐷
+ 𝑅𝑅

𝑆𝑆
 ou encore 𝐴𝐴

𝐵𝐵
∗ 𝑃𝑃
𝑄𝑄

= 𝐶𝐶
𝐷𝐷
∗ 𝑅𝑅
𝑆𝑆
 ? 

 
𝐴𝐴
𝐵𝐵

+ 𝑃𝑃
𝑄𝑄

= (𝐴𝐴𝑄𝑄+𝐵𝐵𝑃𝑃)
𝐵𝐵𝑄𝑄

 et 𝐶𝐶
𝐷𝐷

+ 𝑅𝑅
𝑆𝑆

= 𝐶𝐶𝑆𝑆+𝑅𝑅𝐷𝐷
𝐷𝐷𝑆𝑆

 ;  (𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵)𝐴𝐴𝐷𝐷 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷 + 𝐵𝐵𝐷𝐷𝐵𝐵𝐴𝐴 Or 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 et 𝐵𝐵𝐷𝐷 = 𝑅𝑅𝐴𝐴  

Donc (𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵)𝐴𝐴𝐷𝐷 = 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐴𝐴𝐷𝐷 + 𝑅𝑅𝐴𝐴𝐵𝐵𝐴𝐴 = 𝐵𝐵𝐴𝐴(𝐵𝐵𝐷𝐷 + 𝑅𝑅𝐴𝐴) donc 𝐴𝐴
𝐵𝐵

+ 𝑃𝑃
𝑄𝑄

= 𝐶𝐶
𝐷𝐷

+ 𝑅𝑅
𝑆𝑆
 

De même 𝐴𝐴
𝐵𝐵
∗ 𝑃𝑃
𝑄𝑄

= 𝐴𝐴𝑃𝑃
𝐵𝐵𝑄𝑄

 et 𝐶𝐶
𝐷𝐷
∗ 𝑅𝑅
𝑆𝑆

= 𝐶𝐶𝑅𝑅
𝐷𝐷𝑆𝑆

 ; 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐴𝐴𝐷𝐷 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵𝐷𝐷 = 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐷𝐷 = 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑅𝑅𝐴𝐴 = 𝐵𝐵𝐴𝐴𝐵𝐵𝑅𝑅 donc 𝐴𝐴𝑃𝑃
𝐵𝐵𝑄𝑄

= 𝐶𝐶𝑅𝑅
𝐷𝐷𝑆𝑆

 
Ces deux opérations sont donc compatibles avec la relation "~" 

• " + " est une loi de composition interne commutative.  
" + " est associative. �𝐴𝐴

𝐵𝐵
+ 𝐶𝐶

𝐷𝐷
� + 𝐸𝐸

𝐹𝐹
= (𝐴𝐴𝐷𝐷+𝐵𝐵𝐶𝐶)

𝐵𝐵𝐷𝐷
+ 𝐸𝐸

𝐹𝐹
= 𝐹𝐹(𝐴𝐴𝐷𝐷+𝐵𝐵𝐶𝐶)+𝐸𝐸𝐵𝐵𝐷𝐷

𝐵𝐵𝐷𝐷𝐹𝐹
= 𝐹𝐹𝐴𝐴𝐷𝐷+𝐹𝐹𝐵𝐵𝐶𝐶+𝐸𝐸𝐵𝐵𝐷𝐷

𝐵𝐵𝐷𝐷𝐹𝐹
 et 𝐴𝐴

𝐵𝐵
+ �𝐶𝐶

𝐷𝐷
+ 𝐸𝐸

𝐹𝐹
� = 𝐴𝐴

𝐵𝐵
+ 𝐶𝐶𝐹𝐹+𝐷𝐷𝐸𝐸

𝐷𝐷𝐹𝐹
=

𝐴𝐴𝐷𝐷𝐹𝐹+𝐵𝐵𝐶𝐶𝐹𝐹+𝐵𝐵𝐷𝐷𝐸𝐸
𝐵𝐵𝐷𝐷𝐹𝐹

= �𝐴𝐴
𝐵𝐵

+ 𝐶𝐶
𝐷𝐷
� + 𝐸𝐸

𝐹𝐹
 

• La loi  « +  »  admet un élément neutre : 0
1
 .  

Tout élément de 𝕂𝕂(𝑋𝑋) admet un inverse pour la loi " + " : son inverse. 𝐴𝐴
𝐵𝐵

+ −𝐴𝐴
𝐵𝐵

= 0  
A ce stade nous pouvons donc dire que (𝕂𝕂(𝑋𝑋), +) est un groupe abélien 

• La loi « ∗  » est une loi de composition interne commutative pour 𝕂𝕂(𝑋𝑋). Elle est dotée d’un élément neutre : 1
1
 

Cette loi est associative :  
𝐴𝐴
𝐵𝐵
∗ �
𝐵𝐵
𝐴𝐴
∗
𝐸𝐸
𝐶𝐶
� = �

𝐴𝐴
𝐵𝐵
∗
𝐵𝐵
𝐴𝐴
� ∗

𝐸𝐸
𝐶𝐶

 

et distributive par rapport à l’addition : 𝐴𝐴
𝐵𝐵
∗ �𝐶𝐶

𝐷𝐷
+ 𝐸𝐸

𝐹𝐹
� = 𝐴𝐴

𝐵𝐵
∗ �𝐶𝐶𝐹𝐹+𝐷𝐷𝐸𝐸

𝐷𝐷𝐹𝐹
� = 𝐴𝐴𝐶𝐶𝐹𝐹+𝐴𝐴𝐷𝐷𝐸𝐸

𝐵𝐵𝐷𝐷𝐹𝐹
 ; 𝐴𝐴
𝐵𝐵
∗ 𝐶𝐶
𝐷𝐷

+ 𝐴𝐴
𝐵𝐵
∗ 𝐸𝐸
𝐹𝐹

= 𝐴𝐴𝐶𝐶
𝐵𝐵𝐷𝐷

+ 𝐴𝐴𝐸𝐸
𝐵𝐵𝐹𝐹

= 𝐴𝐴𝐶𝐶𝐵𝐵𝐹𝐹+𝐵𝐵𝐷𝐷𝐴𝐴𝐸𝐸
𝐵𝐵𝐷𝐷𝐵𝐵𝐹𝐹

=
𝐴𝐴𝐶𝐶𝐹𝐹+𝐷𝐷𝐴𝐴𝐸𝐸

𝐵𝐵𝐷𝐷𝐹𝐹
= 𝐴𝐴

𝐵𝐵
∗ �𝐶𝐶

𝐷𝐷
+ 𝐸𝐸

𝐹𝐹
� 

Tout élément de 𝕂𝕂(𝑋𝑋) non nul, de la forme 𝐴𝐴
𝐵𝐵

 admet un inverse : 𝐵𝐵
𝐴𝐴
 

Maintenant nous pouvons affirmer que (𝕂𝕂(𝑋𝑋), +,∗) est un corps commutatif 
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Propriété  Tout élément de 𝕂𝕂(𝑋𝑋) peut se mettre sous forme irréductible. C’est-à-dire sous la forme 𝐴𝐴
𝐵𝐵
 avec 𝐴𝐴⋀𝐵𝐵 = 1 

Preuve 

Soit 𝑅𝑅 = 𝐴𝐴
𝐵𝐵
 un élément de 𝕂𝕂(𝑋𝑋).𝐴𝐴 =  (𝐴𝐴⋀𝐵𝐵)𝐴𝐴′ et 𝐵𝐵 = (𝐴𝐴⋀𝐵𝐵)𝐵𝐵′ avec 𝐴𝐴′⋀𝐵𝐵′ = 1 

Donc 𝑅𝑅 = 𝐴𝐴
𝐵𝐵

= (𝐴𝐴⋀𝐵𝐵)𝐴𝐴′

(𝐴𝐴⋀𝐵𝐵)𝐵𝐵′
= 𝐴𝐴′

𝐵𝐵′
 avec 𝐴𝐴′⋀𝐵𝐵′ = 1 

Exemple 1
𝑋𝑋−𝑖𝑖

 est la forme irréductible de 𝑋𝑋+𝑖𝑖
𝑋𝑋2+1

 

 


