
Equivalents 

Exemples 

Equivalents en 0 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ∼ 𝑥𝑥 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 ∼ 𝑥𝑥 ln (1 + 𝑥𝑥)  ∼ 𝑥𝑥 𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1 ∼ 𝑥𝑥 (1 + 𝑥𝑥)𝛼𝛼 − 1 ∼ 𝛼𝛼𝛼𝛼 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∼ 𝑥𝑥 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∼ 𝑥𝑥 𝑠𝑠ℎ𝑥𝑥 ∼ 𝑥𝑥 

Preuve 
Les preuves reposent toutes sur la même mécanique.  
Soit 𝜑𝜑(𝑥𝑥) = sin 𝑥𝑥. 𝜑𝜑′(0) = 1 Donc lim

𝑥𝑥→0

sin 𝑥𝑥−sin 0
𝑥𝑥−0

= 1 ⇒ lim
𝑥𝑥→0

sin 𝑥𝑥
𝑥𝑥

= 1 ⇒ sin 𝑥𝑥~𝑥𝑥 

Exemples 
Toujours en 0 

1 − cos 𝑥𝑥 ∼
𝑥𝑥2

2
 𝑐𝑐ℎ𝑥𝑥 − 1 ∼

𝑥𝑥2

2
 

Preuve 

• Nous avons cos 𝑥𝑥 = 2 cos2 �𝑥𝑥
2
� − 1 ⇒ 1 = −cos 𝑥𝑥 + 2 cos2 �𝑥𝑥

2
� ⇒ 2 = 1 − cos 𝑥𝑥 + 2 cos2 �𝑥𝑥

2
� ⇒ 1 −

cos 𝑥𝑥 = 2 − 2 cos2 �𝑥𝑥
2
�. Donc 1 − cos 𝑥𝑥 = 2(1 − cos2 �𝑥𝑥

2
�) = 2 sin2 �𝑥𝑥

2
� ; 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝑥𝑥

2
� ∼ 𝑥𝑥

2
 donc sin2 �𝑥𝑥

2
� ∼ 𝑥𝑥2

4
⇒ 1 − cos 𝑥𝑥 ∼ 𝑥𝑥2

2
 

• Nous avons aussi 𝑐𝑐ℎ(𝑥𝑥) = 2𝑐𝑐ℎ2 �𝑥𝑥
2
� − 1 ⇒ 𝑐𝑐ℎ(𝑥𝑥) − 1 = 2 �𝑐𝑐ℎ2 �𝑥𝑥

2
� − 1� = 2𝑠𝑠ℎ2(𝑥𝑥

2
) 

D’où 𝑐𝑐ℎ(𝑥𝑥) − 1 ∼ 2𝑠𝑠ℎ2(𝑥𝑥
2
) 

Exemples 
Equivalent en 1 Equivalent en 1− 

ln 𝑥𝑥 ∼ 𝑥𝑥 − 1 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑥𝑥 ∼ �1 − 𝑥𝑥2 
Preuve 

• ln 𝑥𝑥 = ln(ℎ + 1) avec ℎ = 𝑥𝑥 − 1 Or lorsque 𝑥𝑥 → 1 nous avons ℎ → 0.  Nous pouvons donc utiliser l’équivalent trouvé 
précédemment en 0  :  ln(1 + ℎ) ∼ ℎ. Nous avons donc bien en 1 ∶  ln 𝑥𝑥 ∼ 𝑥𝑥 − 1 

• Nous savons que en 0 ∶  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ∼ 𝑡𝑡. Or lorsque 𝑥𝑥 → 1− nous avons 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑥𝑥 → 0+ donc d’après une propriété de 
composition à droite, en 1 : sin𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑥𝑥 ∼ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑥𝑥 (∗) 
Nous savons aussi que sin2 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑥𝑥 + cos2 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑥𝑥 = 1 ⇒ sin2 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑥𝑥 = 1 − 𝑥𝑥2 ⇒ sin𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑥𝑥 = ±√1 − 𝑥𝑥2 
Or 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑥𝑥 ≥ 0 donc sin𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑥𝑥 = √1 − 𝑥𝑥2. En revenant à (∗) nous avons en 1 ∶  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑥𝑥 ∼ √1 − 𝑥𝑥2 

Exemples 

Equivalents en +∝ 

∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=0 ∼ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 (avec 𝑛𝑛 ∈ ℕ ) 𝑐𝑐ℎ𝑥𝑥 ∼

𝑒𝑒𝑥𝑥

2
 𝑠𝑠ℎ𝑥𝑥 ∼

𝑒𝑒𝑥𝑥

2
 

Preuve 

• ∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=0 = 𝑥𝑥𝑛𝑛(∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘−𝑛𝑛).𝑛𝑛

𝑘𝑘=0  Pour tout 𝑘𝑘 < 𝑛𝑛 nous avons lim
𝑥𝑥→+∝

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘−𝑛𝑛 = 0 Donc lim
𝑥𝑥→+∝

(∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘−𝑛𝑛) = 𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑛𝑛
𝑘𝑘=0  

Nous avons (∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘−𝑛𝑛) 𝑛𝑛
𝑘𝑘=0 ∼ 𝑎𝑎𝑛𝑛 Donc ∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=0 ∼ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 
• 𝑐𝑐ℎ𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑒𝑒−𝑥𝑥

2
= 𝑒𝑒𝑥𝑥

2
(1 + 𝑒𝑒−2𝑥𝑥). lim

𝑥𝑥→+∝
(1 + 𝑒𝑒−2𝑥𝑥) = 1 ⇒ 1 + 𝑒𝑒−2𝑥𝑥 ∼ 1 ⇒  𝑐𝑐ℎ𝑥𝑥 ∼ 𝑒𝑒𝑥𝑥

2
 

• 𝑠𝑠ℎ𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑥𝑥−𝑒𝑒−𝑥𝑥

2
= 𝑒𝑒𝑥𝑥

2
(1 − 𝑒𝑒−2𝑥𝑥). lim

𝑥𝑥→+∝
(1 − 𝑒𝑒−2𝑥𝑥) = 1 ⇒ 1 − 𝑒𝑒−2𝑥𝑥 ∼ 1 ⇒  𝑠𝑠ℎ𝑥𝑥 ∼ 𝑒𝑒𝑥𝑥

2
 

Exercices 

Equivalents en 0 

𝑡𝑡ℎ𝑥𝑥 ∼ 𝑥𝑥 sin(3𝑥𝑥) − sin(𝑥𝑥) ∼ 2𝑥𝑥 Soient 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏 deux réels distincts.  
𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑒𝑒𝑏𝑏𝑏𝑏 ∼ (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑥𝑥  

Preuve 

• 𝑡𝑡ℎ𝑥𝑥 = 𝑠𝑠ℎ𝑥𝑥
𝑐𝑐ℎ𝑥𝑥

;  𝑠𝑠ℎ𝑥𝑥 ∼ 𝑥𝑥 ;  lim
𝑥𝑥→0

 𝑐𝑐ℎ𝑥𝑥 = 1 ⇒ 𝑐𝑐ℎ𝑥𝑥 ∼ 1 ⇒ 𝑡𝑡ℎ𝑥𝑥 ∼ 𝑥𝑥 

• 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(3𝑥𝑥) − sin(𝑥𝑥) = sin(2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥) − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑥𝑥 − 1). lim

𝑥𝑥→0
(2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑥𝑥 − 1) = 2 ⇒ 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑥𝑥 − 1 ∼ 2 ⇒  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(3𝑥𝑥) − sin(𝑥𝑥) ∼ 2𝑥𝑥 

• Nous savons que :  𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1 ∼ 𝑥𝑥 ⇒ 𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1 = 𝑥𝑥 + 𝑜𝑜(𝑥𝑥) ⇒ 𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎 − 1 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑜𝑜(𝑥𝑥) 
Or 𝑒𝑒𝑏𝑏𝑏𝑏 − 1 = 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑜𝑜(𝑥𝑥) donc en retranchant ces deux égalités il vient 𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑒𝑒𝑏𝑏𝑏𝑏 = (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑥𝑥 + 𝑜𝑜(𝑥𝑥) 
Donc 𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑒𝑒𝑏𝑏𝑏𝑏 ∼ (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑥𝑥  

maths-prepa-sv.fr / mpsi   



Exercices Equivalents en 1− �(1 − 𝑥𝑥2) ~√2√1 − 𝑥𝑥 

Preuve 

�(1 − 𝑥𝑥2) = √1 − 𝑥𝑥√1 + 𝑥𝑥 ; √1 + 𝑥𝑥~√2 donc �(1 − 𝑥𝑥2)~√2√1 − 𝑥𝑥 

Exercices 
Equivalents en  +∝ 

𝑒𝑒𝑥𝑥+
1
𝑥𝑥  ~𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑒𝑒𝑥𝑥2+arctan 𝑥𝑥  ~𝑒𝑒𝑥𝑥

2+𝜋𝜋2  𝑙𝑙𝑙𝑙 (1 + 𝑥𝑥) ~𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑡𝑡ℎ(𝑥𝑥) ~1 𝑡𝑡ℎ(𝑥𝑥) − 1 ~ − 𝑒𝑒−2𝑥𝑥 

Preuve 

• 𝑒𝑒𝑥𝑥+
1
𝑥𝑥

𝑒𝑒𝑥𝑥
= 𝑒𝑒

1
𝑥𝑥 et lim

𝑥𝑥→+∝
𝑒𝑒
1
𝑥𝑥 = 1 donc 𝑒𝑒𝑥𝑥+

1
𝑥𝑥 ~𝑒𝑒𝑥𝑥 

• 𝑒𝑒𝑥𝑥
2+arctan𝑥𝑥

𝑒𝑒𝑥𝑥
2+𝜋𝜋2

= 𝑒𝑒arctan 𝑥𝑥−
𝜋𝜋
2  et lim

𝑥𝑥→+∝
𝑒𝑒arctan 𝑥𝑥−

𝜋𝜋
2 = 1 donc  𝑒𝑒𝑥𝑥2+arctan 𝑥𝑥 ~𝑒𝑒𝑥𝑥

2+𝜋𝜋2 

• 𝑙𝑙𝑙𝑙(1 + 𝑥𝑥) = ln �𝑥𝑥 �1 + 1
𝑥𝑥
�� = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + ln �1 + 1

𝑥𝑥
�. Or lim

𝑥𝑥→+∝
�
ln�1+1𝑥𝑥�

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
� = 0 donc ln �1 + 1

𝑥𝑥
� = 𝑜𝑜(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙) 

Il vient 𝑙𝑙𝑙𝑙(1 + 𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝑜𝑜(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙) ⇒  𝑙𝑙𝑙𝑙 (1 + 𝑥𝑥) ~𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 
• 𝑡𝑡ℎ(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠ℎ𝑥𝑥

𝑐𝑐ℎ𝑥𝑥
= 𝑒𝑒𝑥𝑥−𝑒𝑒−𝑥𝑥

𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑒𝑒−𝑥𝑥
= 1−𝑒𝑒−2𝑥𝑥

1+𝑒𝑒−2𝑥𝑥
 et lim

𝑥𝑥→+∝

1−𝑒𝑒−2𝑥𝑥

1+𝑒𝑒−2𝑥𝑥
= 1 donc  𝑡𝑡ℎ(𝑥𝑥) ~1 

• 𝑡𝑡ℎ(𝑥𝑥) − 1 = 𝑒𝑒𝑥𝑥−𝑒𝑒−𝑥𝑥

𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑒𝑒−𝑥𝑥
− 1 = 𝑒𝑒𝑥𝑥−𝑒𝑒−𝑥𝑥

𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑒𝑒−𝑥𝑥
− 1 = 𝑒𝑒𝑥𝑥−𝑒𝑒−𝑥𝑥−𝑒𝑒𝑥𝑥−𝑒𝑒−𝑥𝑥

𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑒𝑒−𝑥𝑥
= − 2𝑒𝑒−𝑥𝑥

(𝑒𝑒𝑥𝑥+𝑒𝑒−𝑥𝑥)
 

(𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑒𝑒−𝑥𝑥)~𝑒𝑒𝑥𝑥 donc 𝑡𝑡ℎ(𝑥𝑥) − 1~ − 2𝑒𝑒−𝑥𝑥

𝑒𝑒𝑥𝑥
~ − 2𝑒𝑒−2𝑥𝑥 

 


